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Uber eine Kopplung von Strémungs- und Verbrennungsvorgiangen. 
Von F. Cap, Wien. 


Zusammenfassung. Da die Probleme der Gasstrémung bei gleichzeitiger Verbrennung bei 
technischen Problemen interessant sind, versucht der Autor die Grundgleichungen der Aero- 
dynamik so abzuindern, da8 sie auch fiir die Verbrennung gelten kénnen. Wenn wir das Ver- 
brennungsgesetz von Charbonnier-Schmitz-Vielle beniitzen, welches fir Pulver gilt und 
angenahert auch die Verbrennung von Benzin beschreibt, erhalten wir den folgenden Ausdruck 
fir die Charakteristiken der Potentialgleichungen: 


du 2 da _ ~ du 
@ act a ° a 


q(u—u*)+q-a 


Eine auf dieser Gleichung basierende, graphische Methode erlaubt uns, nicht-stationdre, 
eindimensionale aerodynamische Probleme fiir Strémungen zu lésen, die mit Verbrennung ver- 
bunden sind (Raketen, Kanonen, Verbrennungsmotore). 


Summary. When the problem of gas flow and simultaneous combustion became interesting 
in technical work, the author tried to modify the principal equations of aerodynamics such that 
they would account for the accompanying combustion. If we use the Charbonnier-Schmitz- 
Vieille law of combustion which holds true for powders and also approximately describes the 
combustion of benzine, we obtain the following expression for the characteristical curves of the 
potential-equations: 


du 2 da _ aU Pa : an 
geass Ce a ee) Ee 


A graphic method based on this equation allows us to solve non stationary, one dimensional 
aerodynamical problems where flow is accompanied by combustion (rockets, canons, ram-jets). 


Résumé. La relation entre la combustion et écoulement d’un gaz étant devenue importante 
pour certains problémes techniques, l’auteur a essayé de modifier les équations principales de 
laérodynamique pour qu’elles décrivent aussi la combustion. Si l’on emploie la loi de combustion 
de Charbonnier-Schmitz- Vieille qui est valable pour les poudres et qui rend compte aussi, 
approximativement, de la combustion de la benzine, on obtient expression suivante pour les 
courbes caractéristiques de l’équation du potentiel: 


du 2. da y du 


Un procédé graphique, basé sur cette équation, permet donc de résoudre des problémes aéro- 


x 


dynamiques non-stationnaires, & une seule dimension, lorsque l’écoulement est lié & une com- 
bustion (fusée, canon, réacteur). 


Einleitung und Problemstellung. 


Instationére Strémungsprobleme, bei denen die Kompressibilitat des Mediums 
eine ausschlaggebende Rolle spielt, waren bis vor kurzer Zeit nur durch halbempirisch 
gefundene Formelsysteme naherungsweise lésbar. Erst die Anwendung strenger, 
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gasdynamischer Methoden!:?;%.4 in der Form praktisch verwendbarer eraphischer Ver- 
fahren machte diesen Problemkreis einer theoretischen Durchdringung und damit 
einer exakteren Lésung zuginglich. Dadurch ist auch die Behandlung gleichzeitig 
mit der Strémung vor sich gehender Verbrennungsvorgange (Raketenmotor, Ver- 
brennungsmotor, Innenballistik) méglich geworden. Da selbstverstandlich das Ver- 
brennungsgesetz des Treibstoffes (Benzin-Luftgemisch, Nitrozellulosepulver usw.) 
auf die Stromungsvorginge einen groBen Einflu8 besitzt, soll im folgenden das be- 
kannte Charbonnier-Schmitzsche Verbrennungsgesetz> der Innenballistik in eine 
fiir gasdynamische Zwecke brauchbare Form umgewandelt und die Kopplung von 
Stromungs- und Verbrennungsvorgang untersucht werden. 


Allgemeine Form des Charbonnier-Schmitzschen Verbrennungsgesetzes. 


Die allgemeinste Form des Charbonnier-Schmitzschen Verbrennungsgesetzes, 
dessen Giiltigkeit mangels eines anderen dem Verfasser bekannten Gesetzes auch 
fir fliissige und gasformige Treibstoffe angenommen®.” werden soll, lautet: 


dz’ dz 


pe AG Ne) ae di 


? 


wo 2’ die Masse des Treibstoffs, 
z die entwickelte Gasmenge, 
A die Lebhaftigkeit, ee vom Pulver abhangige Konstante, 

» die Oberflache des Treibstoffteilchens zu Beginn der Verbrennung, 

y (z) eine Funktion von z, die von der Gestalt des Treibstoffteilchens abhangt; 
fiir _Kugelgestalt findet man  (z) = (1 —z)’/; bleibt die Oberflache nahezu 
konstant (Streifen- oder Rohrenpulver, feinst verteilte fliissige oder gasférmige 
Treibstoffe), so gilt g (z) = 1, was im folgenden angenommen werden soll, 

der Gasdruck, 

« ein empirisch zu bestimmender Exponent ist. 


Zieht man iiblicherweise S, in die Konstante A hinein, so erhalt man 


dz at oh gh 
a ANP A as 
Charbonnier erhielt® durch die Auswertung aufgenommener Verbrennungskurven 


fiir « den Wert 1, so daB 


wovon die folgenden Uberlegungen ausgehen sollen. (Ein Wert « + 1,0 wiirde die 
folgenden Uberlegungen nicht beeinflussen; die Integrationen sind auch dann durch- 
fiihrbar.) 


Die Integration des Verbrennungsgesetzes. 


Die Integration fallt verschieden aus, je nachdem, ob es sich um ein ideales oder 
um ein Abelsches Gas handelt und ob das Volumen V, in welchem die Verbrennung 


' Schultz-Grunow: Nichtstationire Gasbewegung. Forsch. Gebiete Ingenieurwes. 13 
Nr. 3 (1942). 
Cap: Dissertation Universitit Wien. 1945. 

Cap: Acta Physica Austriaca 1, H. 2. 

Korst: Dissertation Technische Hochschule Wien. 1947. 

E. Bolle: Kinfithrung in die Innenballistik, 8.50. Braunschweig: Vieweg. 1941. 

Cap: Acta Physica Austriaca 1, H.1, 89 (1947). 3 

Die Behauptung der summarischen Giltigkeit des Charbonnier-Schmitzschen Verbrennungs- 
gesetzes fiir tibliche Benzin-Luftgemische soll in einer folgenden Arbeit tiber den Verbrennungs- 
motor kritisch besprochen werden. 
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erfolgt, konstant bleibt (Rumford-Bombe, keine Strémung) oder nicht (Raketenmotor, 
Innenballistik, Verbrennungsmotor; Kopplung mit der Str6mung) 


I. Ideales Gas. 


Gewohnlich wird statt der Lebhaftigkeit der ganzen Treibstoffmenge die Brisanz- 
konstante B (Zusammenhang® mit dem Heizwert), d. i. die Lebhaftigkeit pro Gramm 
verwendet. Man erhalt 


dz 
ce ea ee (1*) 


wo z (0) = L (anfangliche Treibstoffmenge) ist und 


oS Ve eR 
( sec. A ¢ BL. 


Bei der Integration miissen nun zwei Falle unterschieden werden. 


A. Konstantes Volumen des Verbrennungsraumes (Rumford Bombe). 


Ist das Volumen JV, in dem die Verbrennung erfolgt, konstant, so kann man durch 
dieses dividieren und erhalt, wenn L konstant ist (Verbrennungsmotor, Innenballistik), 


mit ie = A (sog. Ladedichte) 


1 dz 
bh pat Pee 
oder, da > = @ (Gasdichte), 
2 _B-A-p. (2) 


Eine elementare Integration unter Zuhilfenahme der Adiabatengleichung on = (2-/" 
0 


liefert 
1 


e = [B-A- po eo-* (1 — x) t + O]1-* 
(wo C eine Integrationskonstante ist) bzw. 
P—=Pits “(Br A-py og * (1 —#)t + Ci. 
Ist L jedoch zeitabhangig, etwa dadurch, dali pro sec. D gram flissiger Brenn- 
stoff eingespritzt werden (Rakete), dann gilt L = L, + D. t 


do DG oe) 
HBA a+ Bid, wody=>P 


und nach Integration 


@ ={B- do (1—*) Pooo**t + BC 

und fir : 
ah 2 LE te epee) ies 

Po Peta *\B: Ao (1 — *) Po Go “b+ BCS (1 *) Po Qo“ + ; : 


Mit D = 0 erhalt man wieder die alte Formel. 
Fiir gasdynamische Zwecke ist jedoch die folgende Integration vorteilhatter: 
Division von (2) durch @ ergibt 


cl FF, ie 

rye ene 
nun ist aber (differentielle Adiabate eines idealen Gases) 
Gina te. od 2 dh 


i Soe a ay eee ee ee 


100 F. Cap: 


Tabelle 1. (A Schallfunktion®) und 
: a/ao exakt a genahert a? = i 
oth ms nach (3) nach (4) @ 
und daher 
0 0-460 0°460 d Ss: Pie a 
0°5 0°464 0-464 SO BA 
1:0 0°466 0°468 @ 
15 0:471 0°472 und A ‘ 
2:0 0°475 0°476 ah ss os op Bip eal 
250 0°480 0°480 x—la “ 
3°0 0°484 0°484 : : ; 
3:5 0-489 0-489 eine elementare Integration liefert 
4:0 0°494 0°494 ] 3 
45 0°499 0°499 a= a (3) 
5:0 0°504 0°504 /c— B-A:+(x— 1) 
els 0°509 0°509 
6°0 0°515 0°514 y ; 
oS paz vee? wo C eine Integrationskonstante = —7_; @ (0) 
7-0 0°526 0°526 a® (0) 


entspricht ~ 1 Atm. Wahlt man y = 0°163 (was 
aus experimentellen ballistischen Daten bestimmt wurde), so erhalt man die oben- 
stehende Tabelle (a, Schallgeschwindigkeit des maximalen Druckes 2600 Atm.; 
a (0) entspricht ~ 1 Atm.). 

Da spaterhin — bei der Berticksichtigung der Veranderung des Verbrennungs- 
volumens (Fall Il) — eine exakte Integration nicht mehr méglich ist und da nach 
Naherungsformeln gearbeitet werden muB, soll hier die Genauigkeit der sich aus (3) 
ergebenden Naherungsformel 


und mit « = 0°163 : 
A (=} = 0.0813 (.*) Ata? (4) 
AX a 
abgeschatzt werden; die aus (4) gewonnenen Werte finden sich ebenfalls in Tab. 1 
(3. Spalte). 
Fiir eindimensionale Strémung muB die folgende Umformung der Formel (2) 
vorgenommen werden: 


o in dieser Arbeit ist eine raumliche Dichte . is bei eindimensionalen Strémun- 


em 
gen tritt eine Liniendichte 4. auf, die hier mit @’ = o: F bezeichnet werden soll. 
Es gilt dann r 
8 ve = BeA* =2) 
t 
do’ 


“a, ist aber nichts anderes als die Gasmenge, die pro Langen- und Zeiteinheit zur 
Strdémung dazust6Bt, also die GréBe D.® 


Weiter ist 
Leda: 
o’ “@ = BAL => gq; 
da nun® : : 
y a fi 2 
dhs de OO da und: == 55 
A Q Q @ * 
gi 
dh oad oe ap BA 
aH = 44 BA ae a, (5) 


eine in der Arbeit® auf ganz anderem Weg (Charakteristiken der aus der erweiterten 
Strémungs- und Kontinuitatsgleichung abgeleiteten Potentialgleichung!) abgeleiteten 
Formel [Formel (2a), S. 95]. ' 
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Setzt man dort wu =0 (Stroémungsruhe im konstanten Verbrennungsraum), so 
erhalt man 


dr re 
dt a eae a 
da 
heme also ee widiys 
eae 4 a tease 


Ks wurden damit die GroBen D (und q), die in der Arbeit® nur ad hoc eingefithrt wurden, 
auf ein Verbrennungsgesetz zuriickgefiihrt. 

Mit einer fiir ideale oder Abelsche Gase leicht ableitbaren Beziehung a (h) kann (5) 
integriert werden und fiihrt so auf eine Beziehung h (t). 

Damit ist — was fiir gasdynamische Zwecke wichtig ist — der Verbrennungs- 
vorgang (D,q) mit dem Strémungsvorgang (uw, hier noch = 0) baw. mit der thermo- 
dynamischen Zustandsinderung (h) gekoppelt; dies erméglicht die Ausdehnung der 
in der Arbeit® publizierten graphischen Verfahren auf mit Verbrennungsvorgangen 
gekoppelte Strémungsvorgiinge. Dies ist fiir innenballistische Probleme, fiir Probleme 
des Raketenmotors und des Verbrennungsmotors von groBer Wichtigkeit. 


B. Verdnderliches Volumen. 


Die Beriicksichtigung eines verainderlichen Verbrennungsvolumens fiihrt zur Er- 
fassung des Einflusses der Strémungsvorgange auf die Verbrennung. Da jene nur 
durch Naherungsmethoden? erfaBt werden kénnen, wird die mit den Strémungsvor- 
gangen gekoppelte Verbrennung auch nur mit Naherungsverfahren behandelt werden 
kénnen. 

Die Beriicksichtigung der Veranderlichkeit des Verbrennungsvolumens hat diese 
Folgen: 


a) Der Gasdruck muB die festen (fliissigen) Treibstoffpartikel auf die Stroémungs- 
geschwindigkeit des jeweiligen Strémungsabschnittes (Masche) bringen. 


b) Die Division durch V ist zwar erlaubt, jedoch liefert sie neue Ergebnisse. 


ce) Durch die Strémung tritt eine Druckverminderung ein, die sich in einer Ver- 
zogerung der Verbrennung bemerkbar macht; dieser EinfluB wird durch das Ver- 
brennungsgesetz schon erfaBt; dieses enthalt ja in der differentiellen Form den je- 
weiligen Maschendruck. 


Unter der Annahme, da die verbrennenden Treibstoffpartikel gerade so viel 
Warme entwickeln, wie durch Leitung verlorengeht, kann der Strémungsvorgang 
als adiabatisch angesehen werden. Die Beriicksichtigung der Erwarmung des Gases 
durch die Verbrennungsvorgange ist natiirlich prinzipiell méglich,* doch diirfte die 
gleichzeitige Beriicksichtigung der Gasvermehrung sowie der Impulsaénderung (diese 
zwei Effekte werden hier in erster Linie behandelt) neben jenem Effekt auf groBe 
Schwierigkeiten stoBen. 

Streicht man in den Gleichungen auf S. 93 Acta Physica Austriaca Bd. I, namlich » 


P i eee Oe eee re 
eeu it Sage og ea Die) 


do eu 00 2 Pe Fy) at 
Bd oh ie ee ae 


die Kontinuitatsgleichung der Treibstoffpartikel, namlich 


weg, so erhalt man 
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3 g a ug marr, 
coe eo; ee D{u—w*] (6) 
20 au nen 
pt 0 gg th Ge HV SP. 


Hierbei bedeutet D (2, t) die pro Sekunde und Zentimeter eingespritzte Treibstoff- 
menge,® eine gegebene GroBe, die die Leistung des Motors regelt; in der Innenballistik 


und beim Verbrennungsmotor ist zwar L konstant, jedoch ist D nicht Null; D bringt 
bei diesen Problemen zum Ausdruck, in welchem Ma8e die Pulverkérner (das Treibgas) 
von der Strémung mitgerissen werden; dieses Problem des Mitgerissenwerdens fester 
Korper ist fiir die Technik von einiger Bedeutung: 1°.44 Sandstrahlgeblase, Zyklone, 
Sandsturm, pneumatischer Transport. V (x, ¢) entspricht dem alten D (x, t); es gibt 
an, wieviel Gramm Gas pro Sekunde und Zentimeter zur Strémung durch die Ver- 
brennung dazustofen. 
Verbrennt der Treibstoff ohne Riickstand, dann ist® 


ff Vaeax | f Datae. 


o:u:F liefert den Flu8 der Treibstoffpartikel und gestattet eine Abschatzung des 
Sébertschen Mitbeschleunigungsfaktors der Innenballistik bzw. gibt dieser Ausdruck 
an, welche Treibstoffmengen in der Diise des Raketenmotors (im Auspuffrohr des 
Verbrennungsmotors) verbrennen. 

Die nach® leicht zu gewinnenden Charakteristiken’? der Gl. (6) lauten: 


d WU bf as 
sige oseessss, = pes — y* Sie OQ 
ees Ouida . te ay 
Gewohnlicher Stré6mungs- Bewegung der Treib- Ruckweise Beschleunigung der Vermehrung der 
vorgang stoffpartikel Treibstoffpartikel; g gegeben (Ra- Gasmenge;q aus 
kete) oder aus ,,Aufwirbelung‘ dem Verbren- 
(Innenballistik, Verbrennungsmo- nungsgesetz 
tor) bestimmbar 
wo = 
Cine = 
ae 7 =@- 
Ausgehend von 
dz 
a = Bf. p: y 5 (1*) 
erhalt man nach Division durch V 
i dz 1 
Sal Se —=B:-p:-L-— 
Vie dt t 
Da ( ) 
d (+) eae dV 
i Me dt dt wale 1 aV 
; dt pr Vo a Sy an 
ist 
We de 2 1d6! yo MOY 
Pcl a pelo sar gs ete 


* Eine Erweiterung der Theorie auf gasférmige (kompressible) Treibstoffe diirfte méglich 
oe Dies spielt eine Rolle fir Benzin-Luft (Verbrennungsmotor) und Alkohol-Sauerstoffgemische 
(Rakete). 

® Prandtl: Fuhrer durch die Strémungslehre. Braunschweig: Vieweg. 1944. 

10 Gasterstadt: VDI-Forschungsh. 265, 617 (1924). 

 Bagnold: Proc. Roy. Soc. [London], Ser. A 157, 594 (1936); 167, 282 (1938). 

% Diese Gleichung wird also doch fiir ein graphisches Verfahren verwendbar, jedoch nur 
dann, wenn man fiir das Gas (kompressibel, endliche Schallgeschwindigkeit, kann von elastischen 


a) 0 d 
OE + (wu + a) ha ee fiir den flissigen Treib- 


Bek Sept 
Den “qy annimmt. 


Wellen tiberlaufen werden) die Giltigkeit von® 


stoff (inkompressibel, Schallgeschwindigkeit) jedoch die Giltigkeit von a +u 
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er NS ; ; 
Fir Fg aa: erhalt man hieraus wieder den Fall A [GIl. (2)]. Daher ist 
do 1 dV 1 
Fy EL O20 a aR (8) 


Setzt man voraus, das L konstant ist (Innenballistik, Verbrennungsmotor), dann 
kann man fiir B- ZL wieder A schreiben; ist L veranderlich (Rakete), so gilt 


ee tes 
L (t) ag Lnjang as us te D (x, t) di dx; 
meist wird jedoch gelten: 


D (t) =const., —— = 0 
und daher 
L=4L(0)+ D-#; 

dann erhalt man: 

LA eS ee * Ce Ga 2 ae 1dV _= 

edt -“p P vita bate P cain (9) 
Da V (¢) von den nur durch Naherungsverfahren lésbaren Strémungsvorgangen ab- 
hangig ist, ist, wie schon erwahnt, eine exakte Integration von (9) nicht méglich. 
Ersetzt man die Differentiale durch Differenzen und fiihrt (9) in (7) ein, so erhalt 
man in eindimensionaler Betrachtung 


q 
Ys ee ee 
r 1 L 1 D i AL 
A{ ey. es { Bt on Ble AR 2 
J e eee Le) e° it) i, at 
Anderung EinfluB der Be- Verbrennung der An- Verbrennung der Hinflu8 der Volums- 
der Werte wegung des fangsmenge eingespritzten vergroBerung auf die 
der Charak- Treibstoffes Menge Verbrennung 
teristik 1 9 4 4 
— q [uw — u*] At 
Ruckweise Beschleunigung (10) 


des festen oder fliissigen 
Treibstoffes 


5 


Durch Nullsetzen der betreffenden Gré8en erhalt man die schon besprochenen Fialle. 

Wenn der Querschnitt Q (x) der Diise (Rakete!) veranderlich ist, andert sich die 
Kontinuitatsgleichung, wahrend die Strémungsgleichung unverandert bleibt. Die 
Kontinuitatsgleichung nimmt die Form® an: 


Te) ce) a a oF) 
ot ru oe te oy alan sy ger 
An Stelle von (10) erhalt man 
r 1 L ee PACAV\ ot eels & 
At | =— et 4ut{o Been t oF TG —7,@ al twa 
1 2 3 4 5 
Wa 
So (11) 
6 


Wo 


VQ =Vo+ f Qa)ade. 


18 Die Indizierung von 1 (i, j, k) soll darauf hindeuten, da® in praxi in (10) je nach dem 
betrachteten Effekt (nach der betrachteten Strémungsmasche) verschiedene Liangen auftreten. 
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Man erhialt also folgende Ubersicht: 

1. Verbrennungsmotor (Arbeitstakt); es wird kein Treibstoff wahrend des 
Arbeitstaktes eingespritzt. 

a) Der Treibstoff soll dauernd ruhen, seine Bewegung wird vernachlassigt: 
D = 0 = 0; die entstehenden Gasmengen werden nicht beschleunigt. Es treten auf 
die Glieder: 2, 4, statt 5: 5g,.:q(w—w’) At. Es treten nicht auf: 1, 3, 5, 6. 

b) Fliissiger Brennstoff, 9 = const., D + 0 gibt die ,,Aufwirbelung”, u* = 0 an, 
o: uF den FluB in das Auspuffrohr. Es treten auf: 1, 2, 4, 5. Es treten nicht auf: 3 
(Treibstoff verbrennt schon ruhend, nicht erst nach Aufwirbelung), 6. 

c) Gasférmiges Brennstoffgemisch, 9 + const., Erweiterung der Strémungs- und 
Kontinuitatsgleichung noch vorzunehmen; das Gemisch strémt mit, es finden keine 
ruckweisen Beschleunigungen statt. Es treten auf: 1 + 1 ergainzt fiir 0 + const. 
2, 4. Es treten nicht auf: 3, 5, 6. 

2. Rakete; dauernde Treibstoffeinspritzung mit w* + 0, veranderlicher Quer- 
schnitt. 

a) Flissiger Brennstoff. Es treten auf: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Es treten nicht auf: ———. 

b) Gasformiger Brennstoff. Es treten Ane 1+ 1 erganzt, 2, 3, 4, 5 (fallt weg, 
wenn 4* =u), 6. 

3. Innenballistik; fester Treibstoff, keine Einspritzung, nur Aufwirbelung D 
(u* = 0); Sebert-Faktor aus g-w/’. Es treten auf: 1, 2, 4, 5, eventuell 6. Es treten 
nicht auf: 3, 6. 

Durch Ausdehnung™ der schon publizierten® graphischen Verfahren auf verander- 
liche r- und /-Werte sind die oben angefiihrten technischen Probleme strémungs- 
physikalisch lésbar. 

II. Abelsches Gas. 


Der Ubergang zum Abelschen Gas", ® bedeutet eine weitere Verfeinerung des 
Verfahrens. Auch hier sind wieder zwei Falle zu unterscheiden: konstantes und 
veranderliches Volumen. 

A. Konstantes Volumen. 


Aus der Zustandsgleichung des Abelschen Gases 


p(V = 8) RE (12) 
erhalt man auf bekannte Weise die Adiabatengleichung des Abelschen Gases 
pV By = peGhor ey (13) 
Setzt man hieraus p in (2) ein, so erhalt man 
d 1 =e 
Ge = B Ay po (Vo— BY (= —B) 
sel 
| B- Ay py (Vo— By = M, 
so gilt 


IC —)" do = Mt + const. 
Das links vom Gleichheitszeichen stehende Integral ist etwas unangenehmer Art; 
es laBt sich ater dann geschlossen auswerten, wenn es sich auf folgende Art darstellen 
laBt: x = 1 + -~, wo m eine natiirliche Zahl ist. (Es gilt ja sicher 1 < x < 2.) Dies 


ist z. B. der Fall bei ~ = 1°25 (m = 4) — empirischer Wert der Verbrennungsgase 


14 Veréffentlichung in absehbarer Zeit geplant. 
18 Van der Waalsches Gas bei hoher Temperatur. 
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eines Nitrozellulosepulvers — das ist nicht der Fall bei Luft (x = 1:40, m = =): Ks 


mag x-Werte geben, bei denen auch dann eine geschlossene Integration moglich ist, 
wenn sich x nicht auf diese Art darstellen la8t; das obige Kriterium ist also sicher 
hinreichend, vielleicht aber nicht notwendig. 
Man erhalt mit 
1 


eagle i 


fae ; — ee % et saiyi ¢ = — m ; <a g “m—1 dn — 
I 2) 8) dg oa fy (y + BP —_ fe (a + By Mm Xx dz = 


i" pum Tie 
m | (a + BP? , 
Nun ist 
ym — [(a + f) — BFP a (ee — py? — 9 (on a5 B) p a= bp 


und damit 


. gem See Lf a * [ dx | oF 
Se ere BSE AE ae eh Gey 
Jy Jo Js 


ff, =a C,, 
m s—1 
2: as | a oe eee ee by 
J,= 2B | mE Pa Pye az —Q, sin — z|+ Cf, 
wenn m gerade ist, 
\2 eke Ve a 29-1 2v+1 
P /B Aa} Vv’ yee) ie =, av i 
J,——2B VP iog (1 +V 3 oman [P, cos === a —Q, sin - x + C,{, 
wenn m ungerade ist. a. 
oo 1 ree 1 2 : muy 1 Te i 
P, =5log|/ (4) = 2|/ xo en ae 
es Qve+1 
B aL cos pe 
Q, =arc tg ol ; 
sin ———_—— 
m 
m zt 
x m—1 ove 2y+1 Leary se 
__ pe a TF 300s = ~m —@Q, sin I ee 
es Pm Btw” + B) “4 salt Caaesd a is a 


wenn m gerade ist, 


re . m ae \ B ( er 
=P gem en t me [me EU +) @ x) |— 
m —83 i) 
12 ace +1 pat. 
[ 2” SCS Sas ( 
ee |P. cos ~*~ a —Q, sin | Caf 


wenn m ungerade ist. 


16 Grébner-Hofreiter: Unbestimmte Integrale (Tafel). Braunschweig. 1944. 
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1 
‘ if — 
C=C,4+ 0,4 C5; z= (——A\™, 

Nach Substitution ware p aus 


ag 
p=(2) Po 


zu berechnen. Ist LZ nicht konstant, so ergibt sich 


{5 by de = M-t + 7+ py (Vo— By + const. 


und hieraus @ (t) bzw. p (¢). 


Eine — wie beim idealen Gas — in einfacher Weise auf a (¢) fihrende Integration 
ist hier anscheinend nicht durchfihrbar.”” 


Fur 2 erhalt man den folgenden Ausdruck: 


di i Gl 1 ae 
- a ; ‘= ; Be Ay po (Vig = By * (— —6) = 4g 
wie beim idealen Gas gilt also 
q=B-Ay-t- 


Wenn man also im Fall 


B. Verénderliches Volumen 


die Kopplung mit dem Strémungsvorgang zu untersuchen hat, so geht man einfach 
nach Formel (11) vor, nur ist zu beachten, da bei der Berechnung der jeweiligen 
Dichte @ aus dem im Augenblick herrschenden Druck p nicht aus der Formel 


(Adiabate des idealen Gases), sondern aus 


F\x 2 
aa (¢) bs pl 
(Adiabate des Abelschen Gases), wo F = py (V )— 8), zu berechnen ist. 


Herrn Professor Thirring sei fiir die wohlwollende und verstindnisvolle Forderung 
bestens gedankt. 


1” Zumindest hat Verfasser fiir dieses Problem nur wenig Zeit aufgewendet, da es fiir die 
Kopplung von Stroémungs- und Verbrennungsvorgiingen ohne Bedeutung ist. 


(Eingegangen am 29. Juli 1947.) 
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Thermosiphon-Gasstrémungen. 
Von G. Heinrich, Wien. 
Mit 3 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. In der experimentellen Praxis des Laboratoriums werden hiiufig in sich 
zuriickkehrende Gasstréme verwendet, die durch thermisch erzeugte Dichteunterschiede hervor- 
gerufen und erhalten werden. Es wird die GesetzmiBigkeit solcher Strémungen untersucht und 
insbesondere die Abhingigkeit der sekundlich den Querschnitt durchstrémenden Gasmenge 
von den Abmessungen des Apparates, der Temperaturverteilung und den physikalischen Eigen- 
schaften des verwendeten Gases berechnet. Die gewonnenen Ergebnisse werden durch ein 
Diagramm veranschaulicht. 


Summary. In laboratorys experiments, gas-flows are often used that form a circuit and are 
produced and maintained by thermally conditioned density differences. The author investigates 
the laws governing such flows, particularly the relationship of the quantily of gas passing the 
cross section per second to the dimensions of the apparatus, the distribution of the temperature, 
and the quality of the gas in use. The results are represented by a diagramm. 


Résumé. Dans la pratique expérimentale des laboratoires on utilise souvent des courants 
gazeux en circuit fermé provoqués et entretenus par une différence de densité obtenue par voie 
thermique. On a recherché les lois générales de ces courants gazeux et en particulier, les relations 
existant entre le débit, les dimensions de l'appareil, la répartition de la température, et les propriétés 
physiques du gaz employé. Les résultats obtenus ont été représentés sur un diagramme. 


I. Ziel. 

In sich zuriickkehrende Gasstré6me, durch thermisch erzeugte Dichteunterschiede 
hervorgerufen und erhalten, sind schon lange bekannt und gewannen in der letzten 
Zeit durch das Clusius-Dickelsche Trenn- 
rohrverfahren besondere Bedeutung.t Die 
chemische Technik gasférmiger Systeme 
beniitzt solche Stréme in steigendem Mabe. 
Auch in der experimentellen Praxis des 
Laboratoriums werden Gaskreislaufe haufig 
nach dem Thermosiphonprinzip erzeugt. In 
allen diesen Fallen will man vor allem die 
mittlere Geschwindigkeit und die Strom- 
starke wissen. Diese Aufgabe wurde zwar 
erundsatzlich bereits behandelt,? doch fehlt 
anscheinend eine eingehende Berechnung, Abb. 1. Grundsiitzliche Anordnung. 
die eine numerische Auswertung erméglicht. 

Ich habe mich bemiiht, diese Liicke auszufiillen und den Anwendungsméglichkeiten 
in Technik und Laboratorium gerecht zu werden. Die Rechnungen werden so weit 
angegeben, als es zum Verstandnis des Herleitungsweges und fur die richtige Anwen- 
dung der Endgleichung notwendig war. Am Schlusse wird ein Zahlenbeispiel fiir 
eine Laboratoriumstype durchgerechnet. Anwendungen auf technische Modelle bieten 
keine Schwierigkeiten. 

Um Gesichtspunkte fiir eine zweckmaBige Ausbildung eines Gaskreislaufes zu 
erhalten und die Stromstarken fiir die besonders praktisch wichtigen Falle aus den 
allgemeinen Formeln abzuleiten, wird eine allgemeine Anordnung gemalfs Abb. 1 
angenommen. 

Von der einfach geschlossenen, in einer vertikalen Ebene liegenden Rohrleitung 
sind nur die Mittelachsen gezeichnet. Die Wand des geraden Heizrohres l,,, das unter 


1 8. die zusammenfassende Arbeit von R. Fleischmann und H. Jensen: Ergebn. exakt. 


Naturwiss. 20 (1942). 
2 Ph. ae und R. v. Mises: Die Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und 


der Physik, 2. Teil, 8. 263ff. 


108 G. Heinrich: 


dem Winkel «,, gegen die Waagrechte geneigt ist, wird gleichbleibend auf T,, °K 
geheizt, die Rohrwand des geraden Kihlrohres 1,, das unter «;, gegen die Horizontale 
geneigt ist, auf 7, °K gekiihlt. Dadurch stromen die Gase im Sinne der Pfeile. Durch 
besondere Annahmen fiir die Winkel «,, und «,, vor allem durch die Falle 0° und 90°, 
koénnen die praktisch wichtigen Anordnungen erfaBt werden. 


II. Voraussetzungen. 
Die wichtigsten Voraussetzungen der folgenden Entwicklungen sind: 


1. Die Rohrwande der Verbindungsrohre von Heiz- und Kiihlrohr sind nach auBen 
thermisch isoliert. 

2. Im Inneren des Gases ist das Temperaturgefalle senkrecht zur Rohrachse ver- 
nachlassigbar klein. 

3. Die Strémung sei laminar und kann als ,,Poiseuille-Strémung“ behandelt werden. 
Man kommt erfahrungsgemaB erst bei verhaltnismaBig groBen Abmessungen in das 
turbulente Gebiet. 

4. Anlaufstrecken treten infolge des Umlaufes im stationéren Strémungszustand 
nicht nennenswert in Erscheinung. 

5. Die Wirkung der Rohrkriimmungen, die bei der laminaren Strémung klein ist, 
wird nicht beriticksichtigt. 

6. Die Rohrquerschnitte sind kreisférmig und stiickweise gleich. 

7. Die Héhenabmessungen seien klein genug, da die Abhangigkeit der Dichte 
von der Hoéhenlage vernachlassigt werden kann. 

8. Die Dichteanderung durch strémungsbedingte értliche Veranderlichkeit des 
Druckes wird vernachlassigt und nur die Dichteanderung durch Warme beriicksichtigt. 
Diese kame erst in Betracht, wenn die_Strémungsgeschwindigkeit mit der Schall- 
gesch windigkeit des Gases vergleichbar wird. 

9. Durch die Reibung entstehende Warme wird nicht in Rechnung gezogen. Sie 
ist praktisch verschwindend klein. 

10. Das Fiillgas soll gentigend genau der Zustandsgleichung der idealen Gase 
gehorchen. 

11. Die Warmeleitung in Richtung der Rohrachse wird gegentiber der senkrecht 
zur Rohrachse vernachlassigt. 


III. Bezeichnungen. 


Law tli Lange des Heiz- bzw. Kihlrohres in cm. 

X», &, Winkel der Heiz- bzw. Kiihlrohrachse gegen die Horizontale. 

Li Lange des _ ,,ktthlen‘’ Verbindungsrohres zwischen dem Ende des Kiihl- 
rohres und dem Anfang des Heizrohres in em. 

Le Lange des ,,heiBen‘‘ Verbindungsrohres zwischen dem Ende des Heizrohres 
und dem Anfang des Kiihlrohres in cm. 

hy, his Vertikale Erstreckung des kiihlen bzw. heiBen Verbindungsrohres in em. 

Vis Te Innenhalbmesser des Heiz- bzw. Kiihlrohres in cm. 

Tis Te Innenhalbmesser des kiihlen bzw. heiBen Verbindungsrohres in cm. 

Sy» Sy Abstand eines beliebigen Querschnittes im Heiz- bzw. Kihlrohr vom 


Anfangsquerschnitt in cm. 
t Zeit in Sek. 
v Uber den Rohrquerschnitten gemittelte Gasgeschwindigkeit in cm s-!. 
g = 981cms~™: Fallbeschleunigung. 
p Druck des Fiillgases in gem- s~. 
0 Dichte des Fiillgases in gem-. 
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Om Mittlerer Wert der Dichte in gcm-. 
09 Dichte des Fiillgases bei 0° C und bei Betriebsdruck in gem-. 
M Sekundlich und durch den Querschnitt stromende Gasmasse in get. 


T, T, Absolute Wandtemperatur des Heiz- bzw. Kiihlrohres. 

eS er = T',/273: Dimensionslose Temperatur der Heiz- bzw. Kiihlrohr- 
wand. 

T 5», T;;, Absolute Gastemperatur im Abstand s,, bzw. s, vom Anfangsquerschnitt 
des Heiz- bzw. Kiihlrohres. 

Bw = T;/273, O;, = T;,/273: Zugehorige dimensionslose Temperaturen. 

T,, T, Absolute Gastemperatur im kiithlen bzw. heifen Verbindungsrohr. 

8, = T,/273, 8, = T,/273: Zugehdrige dimensionslose Temperaturen. 

q, Zahigkeit des Gases bei beliebiger Temperatur bzw. bei 0° C in gem- s~—, 

n No 


2 a ar Kinematische Zahigkeit des Gases bei beliebiger Temperatur bzw. 
bei 0° C in em 28-1, 

Cy Spezifische Warme des Gases bei konstantem Druck in cal g- grad-. 

g Warmeiibergangszahl des Gases in calem-s~! grad. 


IV. Der Wirmeiibergang bei stationirer Strémung. 


Steht ein Gas (absolute Temperatur 7';,,) in Beriihrung mit einer Wand (absolute 
Temperatur 7’; ,,), so ist die iiberstrémende Warmemenge dQ durch das Oberflachen- 
element dO der Wand im Zeitelement dt in das Gas gegeben durch die Beziehung: 


dQ =6-dO (Ty — Ti) dt. (1) 


Gl. (1) bleibt auch giiltig fiir 7,, > 7. Es strémt dann die Warme vom Gas in die 
Wand iiber. 
Strémt ein Gas durch ein zylindrisches Rohr (Radius r) und denkt man sich ein 


zylindrisches Stoffelement mit der Lange d/] — das also die Strémung mitmacht — 
aus dem Gas herausgegriffen, so gilt fiir dieses nach (1): 
| dQ =t2ardl(T,— T;) dt, (1a) 


wobei 7’; ,, im Inneren des Zylinderelementes im betrachteten Zeitpunkt nach Voraus- 
setzung 2 einen einheitlichen Wert besitzt. Ist d7’,,, die in der Zeit dt erfolgte Tem- 
peraturerhéhung des Gaselementes, so ]aBt sich diese mit der in der Zeit dt einstrémen- 
den Warmemenge dQ in Zusammenhang bringen durch die Gleichung: 


a) =o rn die, dT ; (2) 


da nach Voraussetzung 8 die Zustandsainderung des Gases als isobar angesehen werden 
kann. Ist ds der in der Zeit dt vom Gaselement zuriickgelegte mittlere Weg, so gilt: 


ds 9 
v= ae (3) 
Aus (la), (2) und (3) ergibt sich: 
AT y 276°: ds (4) 
Cae OF US, 


Ferner gilt die Kontinuitatsgleichung, die ausdriickt, daB je Zeiteinheit durch jeden 
Querschnitt dieselbe Gasmasse stromt: 


«ov = M = const. (5) 
-Fiihrt man (5) in (4) ein, so ergibt sich: 


dT, - 2ntr ‘ 
Geeta Pie Ge) 
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Bei der Integration von (4a) mu8 man beachten, da’ sowohl ¢ als auch c, schwach 
temperaturabhangig sind. Man kann daher (4a) naherungsweise so integrieren, daB 
man geeignete konstante Mittelwerte fiir ¢ und c, einfiihrt. Darauf wird spater naher 
eingegangen. Setzt man zur Abkiirzung: 


2a r 

DHE 6, (6) 
und bezeichnet die geeignet gebildeten Mittelwerte im Heizrohr durch den Index w, 
im Kiihlrohr durch den Index k, so lassen sich die Mittelwerte £,, und f;, folgender- 
maen ausdriicken: 


Dien r 
Bo ie. ond 
pian, (6a) 
fuses ea Sn | 
. M ¢yx J 


Damit erhalt man durch Integration aus (4a) die Temperaturverteilung des Gases 
langs des Heizrohres bzw. langs des Kiihlrohres. 


Lie — shee Fae (To, ar T';) e— Fwsw, (7) 
Psy = Le (Pe eee (8) 


Dabei wurde von folgenden Randbedingungen Gebrauch gemacht: 

Fiir das Heizrohr: 7,,, = 7, fiir s, = 0 (7, Temperatur beim Eintritt in das 
Heizrohr). 

Fiir das Kihlrohr: 7, = 7, fiir s, = 0 (7, Temperatur beim Eintritt in das 
Kiihlrohr). 

Da die Temperaturen 7, und 7, langs der Verbindungsrohre nach den Voraus- 
setzungen 1, 7 und 8 konstant sind, so muB die Gastemperatur am Ende des Heiz- 
rohres (s, =1,) 7, und am Ende des Kihlrohres (s; = /,) 7, sein. Fiihrt man dies 
in (7a) und (7b) ein und lést-dann die beiden Gleichungen nach 7, und 7’, auf, so 
erhalt man die Temperaturen, dimensionslos schreibend: 


ome O,, (1 —e—Brlk) + B,, e—Brle (1 — e—Bwlw) 
1 


1 — e—Cwlw + Pela) aes (9a) 
_— By (1 — e—Fwlw) + 8, e—Bwlw (1 — e—Bxlx) 
Oa 1 — e— Cul w + Bute) : (10a) 
Die Warmeiibergangszahlen ¢€ in (6a) kénnen fiir laminare Strémung, abgesehen 
von der laminaren Aniaufstrecke — s. Voraussetzung 4 —, durch die Warmeleitfahig- 
keit A des Fillgases ausgedriickt werden :3 . 
‘ 1°825 A 
pee (11) 
Dies liefert in (6a) eingefiihrt: 
11:47 A 
Pw er Vu aes 
Sees 
9p AT ay | me 
Re eet 


Hierbei ist fiir die Stoffwerte 4 und c, das arithmetische Mittel aus Wand- und 
Gastemperatur zugrunde zu legen. Kleine Fehler in der dafiir veranschlagten Tem- 
peratur sind unerheblich, da die Temperaturabhingigkeit von 2 und c, nicht sehr 
grof ist. Man sieht aus (6b), da 6 vom Rohrhalbmesser nicht abhingt. 


5S. Kraussold: Warmeitibergang bei ziihen Flissigkeiten in Rohr Mitt. Forsch.- 
VDI 351. Berlin: VDI-Verlag. 1931, . ee il 
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Ks sollen nun folgende Abkiirzungen eingefiihrt werden: 


aT Ac. 0 

Bu ly = Mee ee (12a) 
11:4 

By ly = p= e— Ae. (12b) 


Damit geht (9a) und (10a) iiber in: 
Ge ee eS E Oy er 4) Is 
A 


ae (9b) 
9, = 2 as a Se eh od (10b) 
Schreibt man ferner 
Pn ee (13) 
S, = |, &, 
so geht (7) und (8) bei Benutzung der dimensionslosen Schreibweise iiber in 
Bi wo = Oy — (Oy 75 9) Oe eaizia Le (7a) 
en = 0, — (CH, — 8,) e-@ HE, (8a) 


wobei die Ungleichung: 0 < & <1 gilt. 
Damit ist die Temperaturverteilung durch Gleichungen festgelegt, die als Un- 
bekannte nur die GréB8e M enthalten. 


VY. Strémungsgleichung. 


Um die Bewegungsgleichung fiir das strémende Gas aufzustellen, wird die Stromung 
als Stromfaden aufgefaBt. Es lautet dann die Eulersche Gleichung fiir die stationare 
Strémung dieses Stromfadens, wenn der Druckabfall durch Reibung nach den Voraus- 
setzungen 3 und 4 gemaB der Poisseuilleschen Gleichung eingefiihrt wird: 


G6 a. 1 dp 87M de 
ad "' as s o ds rae Tas" (14) 
Aus (14) folgt: 
M 
dp =— gvdv— —godz. (14a) 


Es soll nun Gl. (14a) langs des geschlossenen Weges integriert werden, der den Strom- 
faden in der Strémungsrichtung entlang fiihrt. Es folgt dann aus (14a) bei Be- 
achtung von (5): 


8 M C 
o dp =— 9 pvdv— - rer ds —g Y dz. (14b) 
Nun ist 0 dp = 0, da der Druck eine eindeutige Funktion des Ortes ist. Man erhalt 
aus (14b) bei Einfiihrung der kinematischen Zahigkeit » = a 
Povdy+ 34 h°S 490 ode =0. (14¢) 


Zur Berechnung der Integrale in (14c) muB man die Temperaturabhangigkeit der 
einzelnen Groen kennen. Nach den Voraussetzungen 7, 8 und 10 kann die Gas- 
dichte aus dem Gesetz der isobaren Zustandsinderung fiir ideale Gase dene werden. 


Ist SS der Betriebsdruck im stationaren Zustand der Strémung, so folgt aus —— 7 = ee 
und — = R- T, durch Division: 
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Oy ist die Dichte des Gases bei 0° C und dem statischen Druck, unter dem das Gas bei 
0° stiinde. 

Die Abhangigkeit der Zahigkeit von der Temperatur 148t sich innerhalb eines 
groBeren Temperaturintervalles genau genug durch ein Potenzgesetz ausdriicken, 
das bei Einftihrung der dimensionslosen Temperatur lautet: 


7 = No, (16) 
wobei n fiir jedes Gas einen anderen Wert besitzt.4 7 ist druckunabhangig und be- 


deutet die Zahigkeit bei 0° C. 
Durch Zusammenfassen von (15) und (16) erhalt man: 


y= On+1, (i 


VI. Naherungslésung fiir kleine «. 

Sind die Apparateabmessungen 1, und J; nicht sehr groB, so sind « und Ae zufolge 
des kleinen Wertes von / selbst klein (s. Zahlenbeispiel am Schlusse der Arbeit). 
Aus (12a) und (12b) ergibt sich: 

ee se (12c) 


Jae a= ane S, (12d) 


Nimmt man ferner an, daf die GréBen f,,1, und f, 1,, nur wenig voneinander ab- 
weichen, was dann der Fall sein wird, wenn J, und J, sich in bestimmten Grenzen 
halten, dann kann Ae als klein gegen ¢ angesehen werden. Im folgenden werden dem- 
gemaB « bzw. Ae als GréBen erster bzw. zweiter Kleinheitsordnung angesehen. 

Wenn die Temperaturen #,, %., #;, und #;, ausgehend von den Gl. (9b), (10b), 
(7a) und (8a) bis auf Glieder zweiter Kleinheitsordnung entwickelt werden, erhalt man: 


j= te eS (9¢) 

ome Ba ie Pu" (5+), (10c) 
9, gg Cate eats ( 4s) (e+S)e+ al, (7b) 
Bry = ope 4 Pee (54 2)—(e+ S)e+ Sal, (8b) 


wobei die Glieder zweiter Kleinheitsordnung in #, und #, verschwinden. 
Ks lassen sich nun die Integrationen in (14¢c) ausfiihren. Bei Beachtung von (5) 
erhalt man: 


16 M2 1 do 16 M?/1 1 1 1 
vdv = ———_ - = = 
: e n : O° a (= = (ec f° ) 8) 


0, und ¢g, sind dabei die zu den konstanten Temperaturen 3, und #, gehdrigen Dichten, 
wahrend 7,, und r, die als konstant vorausgesetzten Innenradien von Heiz- und Kiihl- 
rohr bedeuten. Da sich die Dichten in den Verbindungsrohren nicht andern, liefern 
sie fiir das Integral (18) keinen Beitrag. Bei Verwendung von Gl. (15) wird aus (18): 


rere ht See l | 
Jer v-dv = (2 — 5) — 8) (18a) 
und daraus bei Benutzung von (9c) und (10c): 
jj cee aa 
° OU w= aes (ar) (F, — 9,). (18b) 


4 ,, Hitte’, 27. Aufl., Bd. I, S. 468. Berlin. 1941. 
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Es soll nun das in (14¢) vorkommende Glied @ 0 dz berechnet werden. Nach 


oO 
Kehrwerte der Temperaturen @ bis auf die Glieder zweiter ehaaetieress Diese 
erhalt man nach dem binomischen Lehrsatz aus den Gi. (9c), (10c), (7b) und (8b): 


= Wee wl! + pe (ee) + Gees E42 + (i), a 


sem ree SSE G+) + SSRTIE ae + (4, ao 


Gliederung (15) kann man schreiben: ® ode = 05 pee Man bendtigt also die 


o- 


, 
eee ee et) 8+ 

ee eee ree 
eee oe a et | + 

Seles ft 


Beriicksichtigt man nach Abb. 1 die geometrische Beziehung 
Ly, sin oy + hy — 1, sin «;, —h, = 0, (19) 


so liefert die Ausrechnung von o o dz nach einigen Umformungen: 


S 0 (0, — B,) € Be % ; 
0 Q dz (3, wa ce) * (7 | hy - a (Le SIN % y a l,, sim rip + 
2 Qo (ae = € Ae Be 


Hierbei sind zufolge (19) jene Glieder poereeetian an weder ¢ ia Ae als Faktor 
enthalten und es bleiben nur Glieder von der ersten und zweiten Kleinheitsordnung 
bestehen. 


Ks eriibrigt noch, das Glied oo aus (14c) zu berechnen. Da der Ausdruck (20) 


nur zwei verschiedene te eras enthalt, geniigt auch fiir dieses Glied eine 
Entwicklung, die sich auf zwei GroBenordnungen beschrankt. Man kann also hier 
die Glieder zweiter Kleinheitsordnung weglassen. 

Man erhalt so aus (9c), (10c), (7b) und (8b) bei Verwendung von (17) und bei 
Unterdriickung der Glieder zweiter aoe 


Pe tte to ec ay Bet 2 | 2 
Oj ds R rarer et ae Ss, yt ae ete = € om r4 2 & a) e 
mit der Abkiirzung: 

l =a bay li, hy ly. 
rt ty | og 7 tae a tee Gee 


Fiihrt man die berechneten Integrale (18b), (20) und (21) in (14¢) ein, so ergibt sich 
No, 
Qo 
SMte ft 


bei Verwendung der Beziehung ») = 


2 
m2 


Miche Sor ne ERA SL 3h A 


TIngenieur-Archiv IJ, 2. 


114 G. Heinrich: 


2(9 — @ s 7 s 
= PIP +h + Flas + had + 


+ 7 Pu Pe) [(hy + ha) — (ts — ha) GI} (22) 

Die Dichte g, in (22) hangt nach Definition noch vom Betriebsdruck und dieser 
von der Temperaturverteilung ab. Ist g,, die Dichte des Fiillgases unmittelbar nach 
der Fiillung, so muB, da der abgeschlossene Gasraum und das Gasgewicht keine 
nennenswerte Anderung erleiden, diese Dichte im Mittel unverandert bleiben, welche 
Heiz- und Kiihltemperaturen man auch einwirken laBt. @,, ist also als gegeben zu 
betrachten. 

Bedeutet V den gesamten Rauminhalt der geschlossenen Rohrleitung, so gilt: 


V=an(r,{l, trékh +7r2h + re te). (23) 
Ks ist somit bei Bentitzung von (15): 
dV ae 
en=\ 25 a i. 5 ae 
Man erhalt daraus, wenn man nach zwei GréSenordnungen entwickelt: 
8, +9 By — 0, fA : 
00 = Om 2g {1 pire i | ae (rl, r?1,)|\ (25) 
und y 
(9, + 9,) oS a as ee 
Co = Om 4 v {i F ce | ap a3 (rel, — re 1)| \ (25a) 


Fiihrt man (25a) in (22) ein, so erhalt man eine Gleichung fiir die Unbekannte M. 
Dabei mu8 man aber beriicksichtigen, daB auch die GréBen ¢« und Ae nach den 
Gl. (12a) und (12b) die GréBe M enthalten. Man fiihrt daher zweckmaBig an Stelle 
von e und Ae zwei neue Groen uw und Ay ein, die M nicht mehr enthalten: 


wb = 5735 (Ae Bc aoe = i (26) 

pw pk 

Ay b Ay I 

Am = 5°735(—" @ ——# =). 

p= 735 pee (27) 
Es bestehen dann, wie der Vergleich mit (12a) und (12b) ergibt, die Beziehungen: 
grea Mion. (26a) 
As = UM An. (27a) 


Mit Gl. (25a), (26a) und (27a), in (22) eingefiihrt, erhalt man bei Beschrankung auf 
2 GréBenordnungen folgende Gleichung fiir die Unbekannte W/: 


8 M3 uw (O»— 9) / 1 1 M? (6, + 8)" +1 - 09 § i 
Tt ex at: =a) 1 wae % ; ae > 
Oy— oO, | Au yr 2 Bw/(l l 
Rt ee lier Pie esa =| 
yt Ue Oe 
Je eye Px) {(hs +h.) M + a (Ly sin &» + J,sin «,) + 
Oy — Ox Ap (hy — hg) bw mt (717 1,*— 197 Ig) (Ry + hy) 
+ ’,, 7s d, 4 (hy + ey) aim M ae ee 5 2 ie = 1 1 2 7 1 2 |}. (28) 


Dies ist eine Gleichung dritten Grades in M. 
Ks soll aus (28) zunachst eine erste Niherung VM, von M entwickelt werden, wobei 
nur GréBen erster Ordnung beriicksichtigt werden. Man erhalt so: 


My aq [2G Gm? hs Fhe) (Ow = Oe) we 
uns l 
DES" Fe (iig are 1D>'> 


(28a) 


mit den Abkiirzungen (26) und (21a). 
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Um eine zweite Naherung MV, zu erhalten, dividiert man zunichst Gl. (28) durch M 
und ersetzt in allen Gliedern anoles Ordnung M naherungsweise durch M,. Lost 
man dann nach M auf, so ergibt sich die zweite Naherung M, zu: 


M, = cea (28b) 
mit den Abkiirzungen: 


Are dOnt (Pu — Ku (ir, neg agen ear (1) sin « + J, sin x,) foe 
[4 hy + ha) A* — (hy — hy) gp — EN apa) 
7. Sen We = Pr) Am os (29b) 
C= ee = ei pet Ale a ae 7 2M, Ge oe x JI 
(29 c) 


VII. Diskussion der Gleichungen. 


Aus Gl. (28a) erkennt man, daB bei erster Naherung als ..wirksame Héhen“ nur h, 
und h, in Betracht kommen, wahrend die Vertikalerstreckungen des Heiz- und Kiihl- 
rohres erst in der zweiten Naherung vorkommen, wie man aus (28b) und (29a) er- 
sieht. Es ist also unzweckmabig, Heiz- und Kihlrohr vertikal zu legen, man ordnet 
sie am besten horizontal an. 

Ferner ergibt sich W, proportional der Dichte @,,, wahrend die Umlaufgeschwindig- 
keit nach Gl. (5) in erster Naherung von 0,, unabhangig wird. M, ist bei Rohr- 
systemen mit annahernd gleichbleibendem Innenradius r proportional 7?, wahrend 
die Stromungsgeschwindigkeit nach Gl. (5) von r in erster Naherung nicht abhangt. 

Aus Gl. (28) und (27) erkennt man ferner, daB bei geeigneter Wahl der Abmessungen 
des Apparates alle Glieder zweiter GréBenordnung zum Verschwinden gebracht werden 
kénnen. Setzt man namlich: 


Tw = Tr ry = Yo; hy —— ne: bi = (ie Xw == On = 0. (30) 
An A 

l,i =—_: —, 31 

Sor ae (31) 


was konstruktiv keine Schwierigkeiten bereitet, so fallen alle Glieder zweiter GréBen- 
ordnung in (28) fort. Es ist dann Gl. (28a) bereits eine zweite Naherung, wahrend 
(28b) nichts Neues liefert. 

Einer besonderen Untersuchung bedarf die Temperaturabhangigkeit von M, die 
nach der Naherungsformel (28a) besprochen werden soll. Von allen hier vorkommenden 
GréBen ist nebst der Temperatur selbst nur « temperaturabhangig. Setzt man also 
die temperatunabhangigen GréBen einer Konstanten C gleich, so wird aus (28a): 


M, a Maree D) bu (28c) 


len of B,,)” cial 


mit 


C= %* J* Om" (hy + hg) 


iat 


94 — Tt, No 
Zur Ermittlung der Temperaturabhangigkeit von yw ist nach Gl. (26) die Kenntnis 
der Abhangigkeit von “von der Temperatur erforderlich. Sie kann aus den Hand- 


biichern entnommen Edens Es ist aber fiir die folgende Betrachtung zweckmabBig, 
g* 
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die Abhangigkeit formelmaBig zu erfassen. Es kann, analog zu Gl. (16), innerhalb 
eines groBeren Temperaturintervalls geniigend genau gesetzt werden: 


A A 
Staph ye ie BEY OY (31) 


Cy Cp0 


*0 der Wert Be bei 0° C. Man kann die GréBe des Exponenten m fiir ein 


Dabei ist ~ 

0 p . 
bestimmtes ‘Temperaturintervall aus den Tabellenwerten fiir 4 und c¢, ermitteln. 
Man geht dabei am besten von Gl. (31) aus, logarithmiert sie und rechnet m fiir ver- 
schiedene Temperaturen des Intervalls; daraus kann man sich schlieBlich einen 
mittleren Wert fiir m verschaffen. 


es 


Nach den Bemerkungen von Abschnitt IV ist bei Berechnung von os und ~ 
pw pk 
das arithmetische Mittel zwischen Gas- und Wandtemperatur zugrunde zu legen. 


Da kleine Fehler in der Temperaturfestlegung sich kaum auswirken, kann die mittlere 
Gastemperatur @;,,, im Heizrohr und @,,,, im Kiihlrohr nach den Gl. (7b) und 


(8b) in erster Naherung: 3,;,m = Bitm = se gesetzt werden. 
WN A Sze 30, + 9, eae 6, Fae 
Ks ist also fiir —*- die Temperatur ——*,— und fiir —~ die Temperatur —“->—~ 
pw k 
einzusetzen. Man erhalt so aus Gl. (26) bei Verwendung von Gl. (31): 
5°735 A : 
LF ale ae [ly (3 Oy + B.)” + 1, (O, + 3 8,)"]- (32) 
Ks folgt dann aus (28c), wenn C, eine neue Konstante bedeutet: 
TW 
[iP (3 By + Hy)” + (Bw + 3 Op)"| (He — Hy) 
Bi) eee Om “ ip ager (28d) 
mit 
ee: *G* Ome (hy + hg) S735 A, 
’ gt", ZUfrt lag 
Setzt man schlieBlich: 
Oy ue 
ee (33) 
so erhalt man: 
l w m m os 
pa Et @e+y ha Sy | (ee 1) 
M,=C, a ae aes Py oes eal fa (28e) 


Bei vorgegebenem Temperaturverhaltnis x wird also M, fiir m > n mit 3, wachsen, 
fiir m <n mit #, abnehmen und fiir m =n von #, nicht abhangen. Anderseits 
ist die Frage von Bedeutung, wie sich bei vorgegebener Kiihltemperatur #, die zir- 
kulierende Gasmenge M mit dem Temperaturverhaltnis x andert. Dazu soll die zu 
M proportionale Grobe 


r 


ly ; 
Ke (8a +1)" +(@ +3)" (a2 —1) 
y —— - — oe se (28f) 


(eae 


in ihrer Abhangigkeit von x untersucht werden. Es interessiert nur das Gebiet x > I. 
Fir m > n wachst, wie man aus (28f) erkennt, y mit a iiber alle Grenzen, die Steige- 
rung wird aber mit wachsendem « kleiner. Fiir m <n muB ein Maximum existieren, 
da dann y fiir x =1 und a = oo verschwindet. 

Der Verlauf von (28f) soll an Hand eines praktischen Beispieles zeichnerisch dar- 
gestellt werden. Als Gas sei Luft vorausgesetzt und es sei 1,,/l, = 0°742 (s. Zahlen- 
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beispiel am Schlu8 der Arbeit). Fiir Luft ergibt sich n = m = 0°76. Es ist also hier M 
nur vom Verhaltnis x, nicht vom Absolutwert der Temperaturen abhangig. Abb. 2 
zeigt die nach (28f) gerechnete Kurve. Sie steigt zunichst rasch an, es tritt aber bald 


eine gewisse Sattigung auf. Fiir « = 2°3 ist eine Temperatursteigerung nicht mehr 
sehr wirkungsvoll. Es ist demnach hier 


nicht rationell, das Temperaturverhalt- *”| 
nis x so groB wie méglich zu machen. 


VIII. Genauere Formel fiir den Fall 
sehlechter Konvergenz. 


Bei sehr groBen Heiz- und Kiihlrohr- 
langen wird fallweise die GréBe ¢ nicht 
mehr klein gegeniiber eins bleiben. 
Dann geben die Formeln zwar griBen- 
ordnungsmafig richtige Werte, sind aber 
fiir eine genaue Ermittlung von M nicht 
mehr geeignet. 

Dafiir soll eine Gleichung fiir M her- 
geleitet werden, die nicht mehr die App. 2. Umlaufmenge in Abhangigkeit vom 
Kleinheit von e« voraussetzt. Um die Temperaturverhaltnis. 
Rechnung nicht zu sehr zu komplizieren, 
seien die Abmessungen /,, und 1, so gewahlt, daB de verschwindet. Dies ist immer 
erfiillt, wenn Gl. (31) gilt. 

Man erhalt dann die Temperaturen #,, 3, 3;,, und #;,, wenn man in den Gl. (9b), 
(10b), (7a) und (8a) die GréBe Ae = 0 setzt. 

Daraus wurden die Integrale in (14¢) berechnet. Unter Weglassung aller Zwischen- 
rechnungen soll nur die durch Einsetzen in (14c) gewonnene Gleichung fiir WM an- 
gefiihrt werden. Sie lautet: 


16 M? / 1 1 l ies |e 
MP (2 S) (2. 8)) + 89 {|e — Ou — A) =I + 
l;. Te hae n+1 L, grtl te Ont) ahs 
“1 re B;, — (0, — B,) - * ar et ae Tat 72 
9 72 fly sin rw By € Ty, Sin oy Oy Bet | Pali Ay \ 
9 Om V?\— 28, a In| b= 3, (e' —1)}— oO: In) 3, (e 1)|+ 3, Bal a 
(72h, ay eee Te Ve OL a tel 15? Ly y 
‘iia Injl + e, ( SE ae :B, In]l + 3, (ea Th it i Siac Bay tt 


mit #, und #, aus (9b) und (10b), wobei man entsprechend den Bedingungen (31) 
Ae = Osetzen mu&. « ist hierin gemaB® Gl. (26) und (26a) selbst noch von M abhangig. 

Zur Auflésung von (35) nach M kann man zuniachst die GroBenordnung von M 
nach Gl. (28a) bestimmen und diesen Wert in (35) einsetzen. Dies wird dann im all- 
gemeinen nicht 0, sondern einen Wert y liefern. Man andert nun den Wert von M 
und ermittelt die Kurve y =f (M). Wo diese Kurve die Abszisse schneidet, liegt 
der gesuchte Wert von M. Son 

Gl. (35) wird wesentlich vereinfacht, wenn man die Bedingungen (30) einhalt. 
Man erhalt dann: 


is 
8M {|be— Oe 8) 


+B. (aett + on tal + 


—eln+1 12 eons n+1 


i 9, (;, 3») oc 


é€ 


1—e 
é 
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bade is 
i 9 ont (fe — Gr} ES 
Mes Ow € | 46 Ure | ; Br € | l gas >) 
Nh UNS ye ee ee -))| +b (3+ 4) auiy 


IX. Durchrechnung eines Zahlenbeispieles. 


Es soll die sekundlich durch den Querschnitt strémende Gasmenge fir einen Kreis- 
lauf ermittelt werden, dessen Skizze Abb. 3 wiedergibt.* Die Abmessungen wurden 
so gewahlt, daB die Bedingungen (30) und (31) erfiillt sind. Es wurde angenommen: 
1 =, =Ty =Tr = lem; h, =h, = 15cm; lL, = 4°45 cm, |, = 6cm; daraus nach 
Abb. 3: 1, = 1, =17°37cm; ty, = 400°C, #, = 10°C. Als Fiillgas wurde Luft von 

der Dichte 0,, = 1:29:10 g/em? angenommen. Nach den 

Ausfiihrungen von Abschnitt IV ist fiir die Stoffwerte 2,, 

und c,, eine Temperatur von 300°C und 4, und c,, eine 
i Temperatur von 100°C zugrunde zu legen. Mittlere 
Temperatur im Heiz- und Kihlrohr ist naherungsweise 


pt oe = 200°C. Darnach ergibt sich A, = 1°025- 


| ~©10-* eal cm— 9=! grad A, 10 133-10 eal Cie se 
grad+1, ferner cy), = 0°250 cal g grad und ¢,, = 
= 0°241 cal g— grad.6 Man iiberzeugt sich leicht, daB 
Gl. (31) ‘erfiillt ist. Ferner gilt fir Luft: 7) = 1°72-10-4g- 
-cm-1-g-, Aus (26) erhalt man uw = 0°21 g-s. Aust, 
+ und ¢, ergeben sich die dimensionslosen Temperaturen 
0» = 246 und #, = 1:036. SchlieBlich ist fiir Luft 
oy— t= mn 0776: 

eRe Setzt di Werte in (28a) ein, so erhalt 

Dem Zahlenbeispiel zu- SARE — = ° ; as : 
grunde gelegte Anordnung. man: M, = 0°0825 g/s. Die mittlere Stro6mungsgeschwin- 
digkeit erhalt man aus Gl. (5), wenn man @ = 0, setzt. 
Man erhalt v = 20-4 cm/s. Die zugehérige Reynoldssche Zahl ergibt sich aus 

20ur 2vur 


by 


der Gleichung: R, = ii eae dies liefert dann zusammen mit (17): R, = 
o,, 
= Sh Als Mittelwert fiir # kann peas = 1:'748 gesetzt werden. Man 
Yo 


erhalt daraus: R = 115. Diese liegt sehr weit von der kritischen Reynoldsschen 
Zahl 2200 entfernt, bei deren Erreichen unter normalen Umstanden Turbulenz ein- 
setzt. Die Str6mung ist, wie vorausgesetazt, laminar. 

Fiir ¢ ergibt sich nach Gl. (25a): ¢ = 0°243. Aus (9c) und (10c) folgt: 8, = 1662 
und, O.—= 1:834 wderit = 181°C tmd. t =.228°G. 

Rechnet man hingegen die Glieder der genaueren Gl. (38a) aus und vergleicht 
sie mit den durch Reihenentwicklung ermittelten entsprechenden Gliedern, so treten 
Differenzen von héchstens 2% auf. Fiir das betrachtete Beispiel liefert also die erste 
Naherungsformel gentigend genaue Werte. 


Die vorliegende Arbeit wurde von Prof. Dr. A. Klemene angeregt, dem ich fiir 
viele wertvolle Hinweise zu Dank verpflichtet bin. 


® Bei dieser Anordnung befindet sich das Gas zuniichst im labilen Gleichgewicht. Durch 
eine kleine Stérung bildet sich aber sogleich eine zirkulatorische Strémung in dem einen oder 
anderen Umlaufsinn aus, die sich stationir erhilt. 
6 §. z. B. ,,Hitte’, 27. Aufl, Bd. I, 8.548 und 590, oder Landolt-Bérnstein-Roth: 
Tab. Bd. I und folgende. 
(Bingegangen am 8. Juli 1946.) 
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Verfestigung und Eigenspannung. 
Von F. Vitovee, Wien. 
Mit 7 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Realkristalle sind mit Fehlstellen behaftet. Sie sind die Ursache der 
Eigenspannungen dritter Art, die der Hauptsache nach die Verfestigung bewirken. Diese Eigen- 
spannungen kénnen die GréBenordnung der atomaren Bindungskriifte erreichen, die die theoretische 
Kohasion bestimmen. Fat man alle Atome gleicher Gitterverzerrung eines Querschnittes einer 
Zugprobe zusammen, so erhilt man einen Flichenanteil mit bestimmter Spannung. Uber den 
Querschnitt eines gereckten Stabes werden jedoch verschiedene Spannungen herrschen. Ihre 
GroBe und Verteilung 1i8t sich unter bestimmten Annahmen durch Differenzieren der FlieB- 
linie ermitteln. 


Summary. Real crystals contain dislocations, which cause stresses of a third kind, mainly 
responsible for the strain hardening. These stresses may be of the same order of magnitude as 
the forces of interatomic linkage, which determine the theoretical cohesion. By connecting all 
atoms of equally distortet lattices in the cross section of a tensile test specimen, an element of 
surface with a certain stress is obtained. Different stresses, however, will act on the cross section 
of a bar in tension. Bosed upon certain assumption, their size and distribution may be found 
by differentiating the natural stress—strain line. 


Résumé. Les cristaux réels présentent des défauts, causant des tensions propres de troisiéme 
espéce, qui sont essentiellement responsables de l’écrouissage. Ces tensions propres peuvent 
atteindre lordre de grandeur des forces de liaison interatomiques, qui déterminent la cohésion 
théorique. Si lon réunit tous les atomes qui, dans une méme section droite d’une éprouvette 
@essai a la traction, présentent la méme déformation, on obtient un élément de surface, corre- 
spondant a une tension déterminée. Toutefois, la section d’une barre allongée présente différentes 
tensions. Leur grandeur et répartition peut étre déterminée pour des hypothése données, en 
différentiant le long de la ligne de fluage. 


Unter Verfestigung versteht man im allgemeinen die bleibende 
Zunahme des Verformungswiderstandes mit steigendem Verformungs- 
grad. Neben vielen anderen Theorien ist man heute der Ansicht, dai 
Eigenspannungen, die in kleinen, nur wenige Atome umfassenden 
Bereichen herrschen, die Ursache der Verfestigung sind. 

Durch die Roéntgeninterferenzverfahren nach Laue, Bragg oder Debye und 
Scherrer ist der Nachweis erbracht, daB in Kristallen der gréBte Teil der Atome 
ein nahezu vollkommenes Raumgitter mit gleichbleibender Gitterkonstante bildet. 
Damit die Atome in endlicher Entfernung (Gitterkonstante) ihre Gleichgewichtsstelle 
finden, miissen zwischen ihnen Anziehungs- und AbstoSungskrafte herrschen. Die 
Natur dieser elementaren Bindungskrafte sei hier auBer Betracht gelassen. Die beiden 
Komponenten der zwischen zwei Atomen wirkenden Gesamtkraft hangen in ver- 
schiedener Weise von der Entfernung der Atomzentren ab, und zwar andert sich die 
abstoBende Kraft wesentlich rascher mit der Entfernung der Atome als die anziehende. 
Fiir den einfachsten Fall, daB die regelmaBige Anordnung der Gitterbausteine nicht 
durch thermische Bewegung (7’ = 0) oder durch Anderung des auSeren Druckes 
gestért wird, ergibt sich der Zusammenhang zwischen anziehender und abstoBender 
Kraft nach dem Mieschen Ansatz. 

Ist die Anziehungskraft o,, dargestellt durch die Funktion 


m:A 


Oa = ym aE GID (1) 

und die abstoBende Kraft ee 
n 9 
a sy (2) 


wobei n, m, A und B Konstante sind und r der Abstand der Atome ist, so ergibt sich 
fiir die resultierende Kraft 


m:A n:B 
C= OF. 6. — ; 


yh + 1 ght 24 


(3) 
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Damit eine Gleichgewichtslage besteht, mu » immer gréBer sein als m. Die Gl. (1), 
(2), (3) sind in Abb. la dargestellt. 

Im Abstand r, befinden sich die Atome in einer Gleichgewichtslage, d. h. die Resul- 
tierende o von o, und a, ist Null.1 Werden beide Atome voneinander entfernt, SO 
kommt eine steigende Anziehungskraft zur Wirkung. Im Abstand 1, erreicht die 
Anziehung ihr Maximum. Sie ist mit der theoretischen Kohasion ope, identisch, 
die theoretisch bei der Trennung eines Koérpers tiberwunden werden miBte.? do/dr 
stellt den Elastizitatsmodul E dar. Bei Giiltigkeit des Hookeschen Gesetzes miibte 
also die Resultierende der Krafte eine Gerade sein. Dies trifft nur angendhert fir 
kleine Dehnungen zu, wie sie bei der Verformung makroskopischer Proben auftreten, 
da schon bei verhaltnismaBig kleinen Kraften Gleiten, also plastische Verformung 
einsetzt, so daB sich die Abweichung nicht bemerkbar macht. 
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Abb. 1. Krafte- und Potentialverlauf zwischen zwei Gitterpunkten. 


In Abb. 1b ist die potentielle Energie e als Funktion des Atomabstandes dargestellt. 
Im Abstand 7, erreicht die Energie ein Minimum, d. h. das Atom befindet sich in 
einer sog. Potentialsenke. Die ZerreiSenergie zur unendlich weiten Trennung zweier 
Atome wird durch die in Abb. la schraffierte Flache dargestellt. Sie ist 

1 eo @) 
& = — |e -ar. (4) 
Tov 

Zur Errechnung der theoretischen Kohasion geht man von der vereinfachenden 
Annahme eines ,,atomistisch homogenen ReifSvorganges‘ aus, d. h. daB die von- 
einander zu trennenden Atomschichten parallel sind und wahrend des Reifens stets 
parallel und in sich unverandert bleiben, also nur ihren Abstand vergroéBern. Da die 
in den Gl. (1) bis (4) enthaltenen Atomkrafte gréBenmaBig nicht genau bekannt sind, 
suchte man die unmittelbare Einfiihrung der Atomkrafte dadurch zu umgehen, daB 
man die gemessene, theoretisch allein von den Atomkriften abhangige Oberflachen- 
spannung « einfithrte.* Beim Trennen eines Kérpers entstehen zwei neue Oberflachen. 


1 Die Bezeichnung wurde hier wie im Buch von R. Houwink (Elastizitat, Plastizitat und 
Struktur der Materie. Dresden u. Leipzig: Th. Steinkopff, 1938) mit Absicht so gewahlt, um den 
Zusammenhang mit den Kraften und Spannungen der Elastizitiitstheorie zu veranschaulichen. 


* Man findet vielfach die Ansicht, dafS durch die maximale resultierende Anziehungskraft 
die technische FlieBgrenze gegeben ist. Dies trifft nicht zu, da sonst nach Uberschreiten der 
#H-Grenze die Festigkeit abnehmen miiBte. 


8 M. Polanyi: Uber die Natur des ZerreiBvorganges. Z. Physik 7, 323—327 (1921). 
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Hierbei mu von der ReifSspannung Stheor Langs des Weges Ar, auf dem sie wirkt, 
die Arbeit 2 « geleistet werden. 


Oineor AP Se 2a. (5) 
Der ReiBvorgang ist dann beendet, wenn r, iiberschritten ist, wenn also die 
beiden Schichten so weit voneinander entfernt sind, daB zwei gegeniiberstehende 
Atome sich nicht mehr merklich anziehen. Ar entspricht der GréBenordnung der 
atomaren Wirkungssphaére von etwa 5-10-8cm. Fiir « = 1000 Dyn/em ist ojneo. = 
= 4-10!° Dyn/cem? = 40000 kg/em?. 
In Tab. 1 sind Werte der theoretischen Kohasion nach A. Smekal‘ wieder- 
gegeben. 


Waist. 
ene | Idealgitterfestigkeit | Technische K ohision Festigkeits- 
Stoff Kristallsystem Zugmodul kg/em? kg/cm? Sorhiltnts 
oad Weve e084 1 7h a ae 13°5= 105 135000 30 4500 
Zavhexaronal 32 caisie ss. a he 3°6<105 36000 18 2000 
ESV MOHE IRON. choc w cs. Gece os ake 3°6- 105 35.000 32 1000 
INOUE GODS ret easnstn me ss, vk es 4°2- 105 40000 60 700 


Aus Tab. 1 ist ersichtlich, daB die theoretische Kraft, die notwendig ist, um alle 
Atome einer Gitterebene gleichzeitig von der benachbarten zu trennen, um drei bis 
vier GréBenordnungen gréBer ist als die technische Festigkeit. 


Abb. 2. Gleitung durch positive oder negative Versetzung (nach Taylor). 


Nach A. Griffith® und A. Smekal® liegt die Ursache darin, da jedes Gitter 
Fehlstellen (Lockerstellen, dislocations) besitzt, in deren Nachbarschaft sich die 
Spannungen konzentrieren, so daB ein verfriihter Bruch eintritt. 

Die plastische Verformung (bleibende Verformung nach Entlastung) erfolgt der 
Hauptsache nach durch Verschiebung gréBerer Gitterteile entlang Gitterebenen be- 
stimmter kristallographischer Orientierung und in bestimmter kristallographischer 


4 A. Smekal: Strukturempfindliche Eigenschaften; im Handbuch der Physik, Bd. XXIV, 
Il. Teil: Der Aufbau der zusammenhingenden Materie, 8. 919. 

5 A. Griffith: The Theory of Rupture. Proc. First Intern. Congr. Appl. Mech., 8. 55—63. 
Delft. 1924. 

6 A. Smekal: Kristallkohasion und Kristallplastizitat. Physik. Z. 34, 633—639 (1933). Vgl. 
K. Wolf: Zur Bruchtheorie von A. Griffith. ZAMM. 8, 107—112 (1923). 
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Richtung.? Die Gitterteile verschieben sich so weit, bis die Atome in ein neues 
Minimum des periodischen Potentials gelangt sind, also so weit, daB sie sich wieder 
ohne auBere Kraft im mechanischen Gleichgewicht befinden. 

Nimmt man an, daf die aufeinander gleitenden Gitterebenen wahrend des Gleitens 
in sich unverandert bleiben, daB also alle Atome gleichzeitig die Potentialschwelle 
iiberschreiten, so 14Bt sich ahnlich wie die theoretische Reiffestigkeit oder theoretische 
Kohasion auch die theoretische Schubfestigkeit berechnen. 

Die Energie zum  Uberschreiten einer Potentialschwelle betragt etwa 
B = 3000 cal/mol, das sind ungefahr 3000 - 6°5 cm/kg je cm*. Von der Warmebewegung 
der Atome abgesehen, muB die Arbeit B von der aufgebrachten Schubspannung t 
geleistet werden. Denkt man sich die Schubspannung + an den Endflachen eines 
Wiirfels von 1 cm* wirkend, so mu8 sich ihr Angriffspunkt, bei der Gleitung jeder 
Gitterebene um eine Energieschwelle um 
lem verschieben. Die von der Schub- 
spannung hierbei geleistete Arbeit betragt 


— Diese mu8 gleich der Schwellenergie B 
sein. e228; (6) 


also ist Tiheor = 2 * 3000 - 6°5 ~ 40000 kg/em?. 

Die experimentell ermittelten kritischen 
Schubfestigkeiten liegen ahnlich wie die 
ReiBfestigkeiten wesentlich tiefer. Sie be- 
tragen bei Einkristallen in Zimmertempera- 
tur 10 bis 100 kg/em?. Demnach kann der 
Gleitvorgang nicht in der eben beschrie- 
benen Weise erfolgen. Die Vorstellung, daf 
Abb. 3. Verhakung. (Die Wellonlinle: dentate, (oD aoe nee 
das Potential der Kraft an, die der obere gleiten gO WinBer Atomlagen besteht, wobei 
unverzerrt angenommene Block auf den das Gleiten tiber einen oder iiber eine 

unteren Block ausiibt.) Anzahl von Gitterabstanden erfolgt, ist 

zu einfach, als daB sie die tatsdch- 

lichen Verhaltnisse wiedergeben wiirde. Auch die Verfestigung ist hieraus nicht 

erklarlich. Es mu8 allerdings nicht zu weit von dem eben beschriebenen Bild des 

Gleitens abgegangen werden, um zu einem Verformungsmechanismus zu gelangen, 
der allen Erscheinungen entspricht. 

Genaue Untersuchungen des Gleitvorganges bei Salz- und Metallkristallen ergaben, 
daB das Gleiten tatsaichlich aus einer Anzahl kleiner Gleitstufen besteht, also kein 
stetiger Vorgang ist.’ ° 

Die Ursache liegt vor allem darin, da es Idealkristalle, wie sie bei den theoretischen 
Uberlegungen vorausgesetzt wurden, nicht gibt. Auch Einkristalle sind nicht ideal 
homogen, sondern ihr Gitter besteht vielmehr genau so wie bei den Kristalliten im 
Vielkristall aus einzelnen Blécken, sog. Mosaikblécken. Diese sind von der Gré8en- 
ordnung 10-4 mm. Innerhalb dieser Blécke ist das Gitter nahezu ideal, sie unterscheiden 
sich untereinander jedoch in ihrer kristallographischen Orientierung um ganz kleine 
Winkelbetrage. An den Grenzen der Blécke ist die regelmaBige Atomanordnung ge- 


bleiben. 

8 A. Joffé: The Physics of Crystals, 8.50. New York. 1928. 

® M. Klassen-Nekludova: Uber die sprungartigen Deformationen. Z. Physik 55, 555—568 
(1929). Vgl. N. Dawidenkow: Zur Frage der sprungartigen Deformationen. Z. Phys. 61, 46—53 
(1930). 
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stért.1° Dadurch erscheint die Annahme, da8 die Gleitung an den Mosaikblock- 
grenzen erfolgt, ausgeschlossen. 

Wirkt auf einen Kristall mit Mosaikstruktur eine Schubspannung, so ist es méglich, 
da®B infolge der UnregelmaBigkeiten der Atombindungen ein inhomogener Spannungs- 
zustand entsteht, so dafi ein in der Nahe der Blockgrenze gelegenes Atom geringerer 
Bindung einen Einzelsprung in Richtung der Schubspannung ausfiihrt. Hierbei ver- 
drangt es an der Stelle, an der es auftritt, die Nachbaratome. Dadurch ist es moglich, 
da auch ein Nachbaratom iiber eine Energieschwelle gehoben wird und sich dieser 
Vorgang durch die ganze Gitterebene bis an den Mosaikblockrand fortpflanzt. Auf 
diese Weise ist innerhalb des Mosaikblockes ein atomarer Gleitschritt entstanden, 
bei dem alle Atome einer Reihe um eine Energieschwelle vergetzt wurden.1!: 12, 13 
Hierbei sind die Warmebewegungen von forderndem Einflu8.1* Bei diesem Vorgang 
ist, wie Abb. 2 zeigt, sowohl eine positive als auch negative Versetzung mdoglich, 
je nachdem die Versetzung mit der Gleitrichtung gleichlaufig oder gegenlaufig ist. 
Die durch den Mosaikblock gewanderte Versetzung lést sich an dessen Grenze oder 
an anderen Gitterfehlstellen nicht auf, sondern bleibt dort bestehen und beeinfluBt 
den Spannungszustand. A. Kochendérfer nennt sie gebundene Versetzungen und 
sieht darin die Ursache der Verfestigung. Die von ihnen hervorgerufenen Spannungen 
wirken den auferen Kraften entgegen. Mit zunehmender Anzahl der gebundenen 
Versetzungen mit fortschreitender Abgleitung nimmt auch die Gegenspannung zu, 
bis sie der Belastung das Gleichgewicht halt. Sieht man vom Hinflu8 der Warme- 
bewegung ab, so ist ein weiteres Gleiten erst durch Erhéhung der Belastung moglich.1 
Die gebundenen Versetzungen sind offenbar mit den Verhakungen U. Dehlingers!® 
identisch. Sie kommen dadurch zustande, daB an einer bestimmten Stelle zweier 
einander gegeniiberstehender Gitterreihen einige Atome so weit versetzt sind, daB 
sie sich im Anziehungsbereich anderer Atome befinden, als ihrer normalen Lage ent- 
sprechen wiirde (Abb. 3). G. Sachs?’ schlagt fiir solche Spannungen, die in wenig 
Atome umfassenden Bereichen auftreten, die Bezeichnung ,,Spannungen dritter Art“ 
vor. Solche Spannungen finden sich, wie frither dargelegt, bei gebundenen Ver- 
setzungen und Verhakungen, wahrend der Hauptteil der Gleitlamellen unverspannt 
bleibt. Wegen der Kleinheit der Bereiche sind sie rontgenographisch nicht nachweisbar, 
man vermutet jedoch, da8 sie eine Anderung der Linienintensitat bewirken. 

Neben den Eigenspannungen dritter Art, wie sie bei der Verformung von Ein- 
kristallen wirken, entstehen bei der Verformung von Vielkristallen Eigenspannungen 
zweiter Art, die sich iiber wesentlich gréBere Bereiche, von etwa 1 und mehr er- 
strecken. 


10 Vol. U. Dehlinger: Plastizitat und Mosaikstruktur der Kristalle. Z. Metallkunde 30, 
299—305 (1938). — Sonderheft ,,[deal- und Realkristall‘‘ der Z. Kristallogr., Mineral., Petrogr. 
89 (1934); 93 (1936). 

1 G.I. Taylor: Proc. Roy. Soc. [London], Ser. A 145, 362, 388, 405 (1934); Z. Kristallogr., 
Mineral., Petrogr. 89 (1934). 

122 M. Polanyi: Uber eine Art Gitterstérung, die einen Kristall plastisch machen kénnte. 
Z. Physik 89, 660 (1934); Kristalldeformation und Verfestigung. Z. Metallkunde 17, 94/59 (1925). 

18 BE, Orowan: Uber den Mechanismus des Gleitvorganges. Z. Physik 89, 634—659 (1934). 

144 R. Becker: Uber die Plastizitat amorpher und kristalliner fester Korper. Physik. Z. 26, 
919—925 (1925). 

1 P. Ludwik: Uber die Anderung der Metalle durch Kaltreckung und Legierung, Z. Ver. 
dtsch. Ing. 63, 142—144 (1919), hat bereits in seiner ,,Blockierungstheorie‘‘ ein ahnliches Bild 
der Verfestigung entworfen. 

16 U.Dehlinger: Atomistische Grundlagen der Rekristallisation. Z. Metallkunde 22, 221 
(1930); vgl. Ann. Physik 2, 749 (1929); Metallwirtsch., Metallwiss., Metalltechn. 7, 1172 (1928). 

1” G. Sachs: Eigenspannungen in Metallen, im Handbuch der Metallphysik, Bd. III/1, 8. 203. 
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Wahrend sich beim Einkristall die Gleitbewegung iiber die ganze Gitterebene 
ausbreiten kann, wird im Vielkristall, in dem jedes Korn von abweichend orientierten 
Kérnern umgeben ist, die Verformung der einzelnen Kristallite auch in ihrem Inneren 
beeinfluBt. Infolge der abweichenden Orientierung der Kristallite kann die Verformung 
nicht durch reine Gleitung erfolgen, es entsteht vielmehr eine ,» Biegegleitung™, bei 
der die Gitterebenen verkriimmt werden. Damit die Formanderung durch reines 
Gleiten erfolgt, ist) nach R. v. Mises!® das Zusammenwirken von fiinf gleich- 
wertigen Gleitkombinationen notig, da andernfalls eine Verbiegung der Gleitlamellen 
iiber gréBere Bereiche unbedingt eintritt. Auch bei Werkstoffen mit mehr als 5 un- 
abhingigen Gleitkombinationen (mit kubisch flachenzentriertem Gitter) tritt infolge 
der Wirkung der Korngrenzen eine Verkriimmung der Gleitflachen ein. 

Durch die Verkniillung (Feinfaltelung) der parallelen Gitterebenen entsteht bei 
Rontgen-Interferenzuntersuchungen kaltverformter, vielkristalliner Proben eine Ver- 
breiterung der Interferenzlinien. Da bleibende Verformung von Vielkristallen mit 
Eigenspannungen zweiter Art verbunden sind, schloS man von der Verbreitung der 
Interferenzlinien auf das Ma der Verformung. 

In diesem Zusammenhang ist es interessant, da bei den meisten réntgenographi- 
schen Untersuchungen der plastischen Verformung gefunden wird, daB die Linien- 
verbreitung mit zunehmendem Verformungsgrad einem Grenzwert zustrebt, da es 
also eine maximale Verbiegung der Gitterebenen zu geben scheint. Die Ursache diirfte 
darin liegen, da8 bei hdheren Spannungen ,,verbotene* Gleitkombinationen in Wirkung 
treten, so da durch Gleiten in diesen Ebenen eine weitere Verkriimmung der ur- 
spriinglichen Gleitebene verhindert wird. Demnach ist das Ma der Verbiegung 
der Gleitebene bei der Verformung eines bestimmten vielkristallinen Metalles, auBer 
von der Anzahl seiner Translationsméglichkeiten, auch von der Fahigkeit des Gitters 
zur abwechselnden Betatigung der verschiedenen Gleitkombinationen bestimmt. 

Neben den Eigenspannungen zweiter und dritter Art entstehen bei inhomogener 
Verformung (Walzen, Ziehen, Biegen usw.) Eigenspannungen, die sich iiber gréBere 
makroskopische Bereiche erstrecken und meist den gesamten Probenquerschnitt 
umfassen. Sie werden im allgemeinen nach G. Masing!® als Eigenspannungen 
erster Art bezeichnet. Sie wurden von E. Heyn und O. Bauer? zuerst erkannt 
und durch stufenweises Abtrennen von Werkstoffschichten durch Abdrehen, Aus- 
bohren oder Abatzen und gleichzeitiger Messung der Anderung der Probenabmessungen 
nachgewiesen. Aus dem Maf dieser Anderungen kann die GréBe der Eigenspannungen 
unter vereinfachenden Annahmen errechnet werden. Auch réntgenographisch lassen 
sich EKigenspannungen erster Art ermitteln. 

Auch bei weitgehend ,,homogener‘‘ Beanspruchung (z. B. Zugversuch) ist die Ent- 
stehung von Eigenspannungen erster Art méglich. Die Verformung ware homogen, wenn 
das FlieBen im ganzen Korper gleichzeitig zur Ausbildung kame. An der Oberflache ist 
jedoch der Freiheitsgrad der Verformung wesentlich héher als im Inneren:2!: 2, 23 


18 R.v. Mises: Mechanik der plastischen Formainderung von Kristallen. Z. angew. Math. 
Mechan. 8, 161—185 (1928). 

1 G. Masing: Rekristallisation und Erholung (Kristallvergiitung) bei Metallen. Wiss. Veréff. 
Siemens-Werken 4, 230—243 (1925). 

20 E. Heyn u. O. Bauer: Int. Z. Metallogr. 1, 16 (1911). 

*) H. Moller u. J. Barbers: Réntgenographische Untersuchung tiber Spannungsverteilung 
und Uberspannung im Werkstoff. Mitt. KWJ. Eisenforsch. 17, 157—166 (1935). 

* A. Eichinger: Theorie und Bruchgefahr fester Kérper. Arch. Eisenhiittenwes. 18, 73—90 
(1944). 

* E. Siebel: Technologische Mechanik der bildsamen Verformung. Arch. Eisenhiittenwes. 18, 
69—72 (1944/45). Vel. R. Glocker u. H. Hasenmaier: Réntgen-Spannungsmessungen liber den 
Beginn des FlieBvorganges bei C-Stahl. Z. VDJ. 84, 825—828 (1940) 
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auBerdem herrscht an der Oberflache nur ein zweiachsiger Spannungszustand, wahrend 
sich im Inneren der Probe infolge der Behinderung der Kristallite ein dreiachsiger 
Spannungszustand ausbildet, der gegebenenfalls die Streckgrenze wesentlich er- 
héht.** Danach setzt das FlieBen an der Oberfliche ein und pflanzt sich iiber den 
ganzen Korper fort. 

Die Stabilitat der Eigenspannungen erster und zweiter Art ist durch die Ver- 
hakungen (Eigenspannungen dritter Art) gegeben, d. h., daB z. B. ein gedehnter 
und ein gestauchter Bereich nebeneinander bestehen kénnen, ohne sich gegenseitig 
zu entspannen. Dadurch lassen sich auch Eigenspannungen erster und zweiter Art 
auf solche dritter Art zuriickfiihren, also auf Spannungen, die nur in atomaren Be- 
reichen herrschen. 

Nach dieser Darstellung kénnen Eigenspannungen erster Art die ,,makroskopische“ 
Elastizitatsgrenze des Stoffes nicht iiberschreiten. Das Maximum der Spannungen 
zweiter Art hangt davon ab, ob die Gitterbereiche, iiber die sie sich erstrecken, als 
ideale“ Gitterblicke betrachtet werden kénnen oder so gro8 sind, da® sie noch 
Gitterbaufehler umfassen. In letzterem Falle sind sie dem Wesen nach gleich den 
EKigenspannungen erster Art, auch hinsichtlich der GroBe der maximalen Spannungen. 
Hingegen kénnen die nur wenige Atome umfassenden Spannungen dritter Art ortlich 
sehr hohe Werte, von der GréSenordnung der zwischen den Atomen wirkenden Krafte 
(theoretischen Kohision) erreichen. Diese sind, wie am Anfang angedeutet, um 
mehrere Zehnerpotenzen gréBer als die makroskopische Elastizitatsgrenze (oder 
Zerreibfestigkeit). Das plastische Verhalten eines kristallinen Stoffes ist somit nicht 
durch die Spannungsbedingungen bestimmt, die im ganzen Korper herrschen 
(Spannungen erster und zweiter Art), sondern durch den Energiezustand einer ver- 
haltnismaBig kleinen Zahl von Atomen, die verhindert, daB die Verformung iiber 
den ganzen Kérper homogen stattfindet.2> Danach ist es selbstverstindlich, daB 
die Korngré8e und vor allem die GréBe der Mosaikblécke einen wesentlichen Einflu8 
auf die Verfestigung hat. Ein kaltverformtes Metall besitzt infolge des Spannungs- 
zustandes eine héhere innere Energie als im unverformten Zustand.?¢ 

Die FlieBkurve des vielkristallinen Werkstoffes ist weitgehend unabhangig von 
der Verformungsart.?” Sie ist unterhalb cer Elastizitatsgrenze durch das elastische 
Verhalten des gesamten Werkstoffes bestimmt. Daran schlieBt sich ein Ubergangs- 
gebiet, das durch Ausbreitung des FlieBens tiber die Probe gekennzeichnet ist. Ist 
die gesamte Probe plastisch geworden, so wird die weitere Verfestigung vor allem 
durch Eigenspannungen dritter Art hervorgerufen. Mit Hilfe der FlieBkurve ist es 
daher méglich, die einzelnen Wirkungsbereiche naher abzugrenzen. 

Zunichst sei von atomarer Verfestigung abgesehen und ein in seinen Teil- 
bereichen ideal plastischer Stoff angenommen, bei dem nach Uberschreitung der 
Elastizitatsgrenze die Verformung unter konstanter Belastung zunimmt. Beim Uber- 


*4 Vel. P. Ludwik: Die Bedeutung raumlicher Spannungszustande fir die Werkstoffprifung. 
Arch. Ejisenhiittenwes. 1 (1928); Stahl u. Eisen H. 14 (1928). Die Bedeutung des Gleit- und 
Rei®widerstandes fiir die Werkstoffpriifung. Z. Ver. dtsch. Ing. 71, 1532—1538 (1927). Zug- 
festigkeit, Kohasion und Bruchgefahr. 8.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. Ila 135, 587—591 (1926). 
Uber die Bedeutung der Elastizitatsgrenze, Bruchdehnung und Kerbzahigkeit fir den Konstruk- 
teur. Z. Metallkunde 16, 207—213 (1924). N. N. Davidenikov u. N. J. Spiridonova: Analysis 
of the state of stress in the neck of a tension test specimen. Proc. ASTM. 46 (1946). 

% U.Dehlinger: Die verfestigende Wirkung der verborgen elastischen Spannungen. Z. 
Metallkunde 34, 197—199 (1942). 

26 BF. Vitovec: Uber die gebundene Energie in plastisch verformten metallischen Werkstoffen. 
M. u. W. 3, 179—183 (1948). 

27 P. Ludwik u. R. Scheu: Vergleichende Zug-, Druck- und Walzversuche. Stahl u. Eisen 
Nr. 11 (1925). Vgl. A. Nadai: The flow of metals under various stress conditions. The Inst. of 
Mech. Eng., Appl. Mech. 157, 121—-160 (1947). 
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gang vom elastischen in den bildsamen Zustand tritt gegentiber der elastischen 
Spannungszunahme zunachst eine Entfestigung in dem Sinn auf, daB die verhalt- 
nismaBige Zunahme des Verformungswiderstandes mit fortschreitender Verformung 
immer geringer wird. Dies kann darauf zuriickgefiihrt werden, daB8 ein Teil der 
Probe bereits bleibend und der Rest noch elastisch verformt wird (Abb. 4). 

Einer differentiellen Dehnungszunahme de 
entspricht bei einachsiger Beanspruchung des 
Stoffes eine Belastungssteigerung 


dP =f-do,, (7) 
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Abb. 4. Scheinbarer und effektiver Abb. 5. Ermittlung des als rein elastisch beansprucht 
Elastizitaétsmodul. gedachten Querschnittes aus der FlieSkurve. 


wobei f den elastisch verformten Querschnitt und o, die Spannung bedeuten. Unter- 
halb der Elastizitatsgrenze ist f gleich dem jeweiligen Gesamtquerschnitt F. Nach 
Uberschreiten von oy sind die mittleren, auf den jeweiligen Gesamtquerschnitt bezoge- 
nen Spannungen 

Og = Eads; (8) 


Hierbei ist EH’ der scheinbare Elastizitaétsmodul, der sich als Neigung do,,/de der 
Tangente an die mittlere effektive Zugspannung ergibt. Die Verfestigung nach Uber- 
schreitung der Elastizitatsgrenze o,, die als unendlich kleine Belastungszunahme dP 
zum Ausdruck kommt, kann man sich nun durch elastische Weiterverformung eines 
Teiles / der Gesamtflaiche F hervorgerufen denken. Ist 


EF EB! de = ff de, (9) 
so wird 
{iF = #/E. (10) 


Damit ist der verhaltnismaRige Flachenanteil des rein elastisch verformten Quer- 
schnittes durch das Verhaltnis des scheinbaren zum wirklichen Elastizitaétsmodul 
gegeben. Man erhalt die Verteilung der'Spannungen iiber den Querschnitt der Probe 
durch Differenzieren der FlieSkurve (Abb. 5). 

Fir vielkristalline Werkstoffe besitzt die Spannungs-Verteilungs-Kurve einen 
Wendepunkt, da die bleibende Verformung in Teilbereichen (Oberflachenschichten) 
des Probekérpers einsetzt. Einkristalle, in denen nur Eigenspannungen dritter Art 
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auftreten, geben keinen solchen Ubergangsbereich. Da diese Ableitung die Gleit- 
verfestigung unberiicksichtigt 1a8t, errechnen sich damit fiir Stahl Bruchspannungen 


von etwa 50000 kg/mm?, die nur in 0,1% des Probenquerschnittes wirken (Abb. 6). 
Die Gitterverzerrungen kin- 


nen jedoch im Hochstfall pet 
50% betragen, womit sich as 
bei Annahme eines unverin- 1348 
derlichen Elastizitatsmoduls 4 < 
Otheor = E/2 Swe 
ergeben wiirde. - af 
Da jedoch der Elastizi- %,, || | | 
tatsmodul mit zunehmen- Bas 60 
dem Atomabstand kleiner ©% 
wird (Abb. la), ergeben sich, ig 
wie bereits aus der Schwell- Aes 
energie errechnet wurde, a — 
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VON Otheor = 400 bis 500 Abb. 6. Veranderung des theoretisch elastischen Querschnittes 
kg/mm?. Im Grenzfall er- mit der Dehnung bei Stahl. 
rechnet sich der Flachen- 


anteil der Gitterverzerrungen bei einer mittleren Verfestigungsspannung 4, 

x = Gy/Otheor * (fF — f). (11) 

Aus (10) und (11) errechnet sich die wahre Spannungsverteilung fiir die Ausbreitung 
des FlieBens auf die Probe zu 

eet a E’ [E — (64/0 theor) * (1 — E’/E). (12) 

Nach (12) ergibt sich mit fortschreitender Dehnung zunachst ein FlieBen in der 

Oberflachenschicht und schlieBlich rasches Ausbreiten des FlieBens tiber den ganzen 


Querschnitt. Fiir f = f’ ist der gesamte Probenquerschnitt plastisch. Dieser Grenztall 
tritt bereits bei wenigen Prozent Deh- 
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Abb. 7. Einflu8 der Kerbform auf das fiktive und effektive Spannungs-Dehnungs-Schaubild 
von Proben aus gleichem Werkstoff. (Nach P. Ludwik und R. Scheu.) 


- 


All die bisher genannten Beziehungen gelten nur fiir einen Werkstoff, der vor 
der Beanspruchung vollkommen spannungslos war. Dieser Zustand ist durch Normal- 
glithen annahernd erreichbar. Hat hingegen der Stoff bereits eine Verformung er- 
fahren, so daB sich gebundene Versetzungen gebildet haben, so besitzt die Probe 
scheinbar eine kleinere Bruchdehnung. Die ReiSspannung o,,, ist unabhangig von 
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der vorangegangenen Verformung.™: ®*. 9° Fir den Hintritt des Bruches scheint 
daher eine bestimmte Zahl von gebundenen Versetzungen bzw. ein gewisses MaB der 
Gitterverzerrung maBgebend zu sein. 

Auch Kerben beeinflussen nicht die ReiSspannung.** Sie wirken lediglich durch 
die von ihnen hervorgerufenen Querspannungen auf die Ausbreitung des FlieBens. 
Das FlieBen wird im Inneren der Probe erst bei viel hoheren Spannungen eintreten 
als bei der ungekerbten Probe. Im Augenblick, in dem der gesamte Querschnitt 
plastisch geworden ist, wird der Verfestigungsanteil (Zahl der Versetzungen) bei der 
gekerbten Probe viel gréBer sein als bei der ungekerbten, was Erhéhung der Bruch- 
spannung zur Folge hat. Die effektive Bruchdehnung ist bei gleicher Reifispannung 
co, kleiner (Abb. 7). Daraus folgt, wie im Falle der Vorbeanspruchung, daf fiir den 
Eintritt des Bruches das Ma& der Gitterverzerrungen bzw. die Zahl der Ver- 
setzungen mabgebend ist. 


Herrn Prof. Dr. A. Leon danke ich fiir die Unterstiitzung, die er meiner Arbeit 
zuteil werden lief. 
(Hingegangen am 17. Februar 1948.) 


Zur Stérungsrechnung elektromagnetischer Hohlraume 
mit einigen Anwendungen auf die experimentelle Bestimmung der 
Dielektrizitatskonstanten im Zentimeter-Wellengebiet. 
Von E. Ledinegg, Graz. 
Mit 3 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Zur experimentellen Bestimmung der Dielektrizitaétskonstanten (DK) 
sind im Zentimeter-Wellengebiet Resonanzmethoden besonders geeignet. Aus der durch Ein- 
fihrung der Probe hervorgerufenen Verstimmung des Schwingungskreises (Hohlraum) wird mittels 
der Eigenwertgleichung die DK der Probe bestimmt. Da die strenge Berechnung der Eigenwert- 
gleichung in den meisten Fallen nicht moglich ist, wird im folgenden auf Grund der St6rungs- 
rechnung die Integration der Maxwellschen Gleichungen in erster Naherung allgemein durch- 
gefiihrt und die meStechnische Verwertung an einigen Beispielen gezeigt. 


Summary. Resonance methods are particularly useful for the experimental determination 
of dielectrical constants in the region of cm-waves. The d.c. is determined by the putting out 
of tune of the oscillating circuit, when the proof is brought into it, and using the own-worth equation. 
As, in most cases, the exact computation of this equation is not possible, the general integration 
of Maxwell’s equations has been done as a first approximation, and its application to practical 
measurements is shown on several examples. 


Résumé. La méthode de la résonance est particuli¢rement avantageuse dans la détermination 
des constantes diélectriques dans la région des longueurs d’onde de l’ordre de quelques centimétres. 
En se basant sur l’équation des valeurs propres, on détermine la ec. d. de l’épreuve par le désaccord 
que sa présence produit dans le circuit oscillant (la cavité). Le calcul rigoureux de l’équation 
des valeurs propres n’étant pas possible dans la plupart des cas, l’intégration générale des équations 
de Maxwell a été faite en premiére approximation et son application aux mesures pratiques est 
démontrée par quelques exemples. 


I. Einleitung. 


Nachdem in letzter Zeit elektromagnetische Hohlraumresonatoren (HR.) in der 
Hochfrequenztechnik an Bedeutung gewonnen haben und steigend zur konstruktiven 


*8 Vel. W. Miller: Kupfer und Bronze, eine technologische Studie iber die Wirkung des 
Reckens und Glihens unter besonderer Bericksichtigung der ZerreiSversuchsdauer. Forsch. 
Gebiete Ingenieurwes., Ausg. A H. 211, 36—38. 

29 P. Ludwik: Elemente der Technologischen Mechanik. Berlin: J. Springer. 1909. Uber 
Kaltbearbeitung durch Walzen und Ziehen. Z. dsterr. Ing.- u. Architekten-Ver. H. 44 (1915). 

so P. Ludwik u. R. Scheu: A.a. O. 


1 P, Ludwik u. R. Scheu: Uber Kerbwirkungen bei Flufeisen. Stahl u. Eisen Nr. 31 (1923). 
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Durchbildung von Schwingungskreisen im Zentimeter-Wellengebiet herangezogen 
werden, lag der Gedanke nahe, die Methoden zur Bestimmung der Dielektrizitats- 
konstanten (DK.) von dielektrischen Materialien, wie sie mit Hilfe von Schwingungs- 
kreisen mit lokalisierter Kapazitat und Induktivitit ausgearbeitet worden waren, 
auf HR. zu tibertragen. So hat F. Borgnis! 2 wohl als erster die DK. von Substanzen 
in Form von Zylinderstiben gemessen, indem er diese in kreiszylindrische HR. axial 
einbrachte und aus der auftretenden Verstimmung des Resonators die DK. berechnete. 


Da Dielektrika, deren DK. man zu kennen wiinscht, nicht immer in Stabform 
der benédtigten GréBe oder iiberhaupt nur in anderer Form, z. B. als diinne Platten, 
erhaltlich sind, stellte ich mir die Aufgabe, eine Methode auszuarbeiten, welche auf 
der Verwendung von Platten als MeBobjekt beruht. 


Die prinzipielle Lésung obiger Aufgabe gab ich schon in einer friiheren Arbeit 
an,* in welcher fiir einen kreiszylindrischen HR. mit eingebrachter dielektrischer Platte 
die mathematisch strenge Eigenwertgleichung abgeleitet wurde, womit der gewiinschte 
Zusammenhang zwischen Resonanzfrequenz w (oder auch der ,,Verstimmung“ w@ — 
— @) = 6; Wy = Resonanzfrequenz des leeren HR.) und DK. der Platte sowie der 
Plattendicke hergestellt wird. Zur bequemen me8technischen Verwertung ist es 
notwendig, aus der strengen Lisung Niaherungslésungen zu entwickeln, worauf noch 
spater ausfiihrlicher eingegangen wird. 

Im allgemeinen ist jedoch die strenge Lésung der Maxwellschen Gleichungen 
(M. Gl.) fiir beliebig geformte HR. mit den uns zur Verfiigung stehenden tabellierten 
Funktionen’ nicht herstellbar, so da es wiinschenswert ist, wenigstens in erster 
Naherung die Integration der M. Gl. auf allgemeine Weise durchzufiihren, wobei 
die aufgefundene Naherungslésung im Sinne einer Limesrelation strenge Giiltigkeit 
besitzen soll. 

J. Miller hat unter gewissen weiter unten formulierten Bedingungen eine der- 
artige Naherungslésung! angegeben, welche dem oben formulierten allgemeinen 
Probleme zum Teile gerecht wird. 

Geht man namlich von einem bekannten elektromagnetischen Ausgangszustand 
eines bestimmten HR. aus, welcher durch die Feldverteilung {€), $9} [€o, Ho, baw. 
€, § bedeuten im folgenden die elektrische und magnetische Feldstarke (in praktischen 
Einheiten) des ungestérten bzw. gestérten Feldes] der Higenfrequenz w) = 22 
und durch die (raumlich beliebig verteilten) Mediumskonstanten ¢&, 9 (&, Mo bzw. 
é, w bezeichnen im Abschnitt 1 und 2 die Dielektrizitatskonstante und die Permeabili- 
tat in praktischen Einheiten vor und nach der ,,Storung“’, wahrend in Abschnitt 3 
bis 5 « als dimensionslose Ma8zahl verwendet wird) charakterisiert ist, so bestimmt 
sich die Anderung der Eigenfrequenz wm — w,) = dw, wenn die metallische Hiille de- 
formiert wird und é), w~) um die Betrage de, du geandert werden, nach* zu 

Dee 


| {de (Ey Eo*) + Ou (Do Go*)} dt + ett {uo (Do Do*) — & (Eo €,*)} dt 
o al y) 12, (Eq Eo*) + Ho (Do Go*)} dt 


(1) 


AV ist dabei das Differenzvolumen vor und nach der Deformation der Hiille. Die 
Integrale im Zahler sind als Polarisationsarbeit bzw. als Deformationsarbeit anzusehen. 
Der Nenner stellt den doppelten Energieinhalt des HR. dar. Zur Herleitung von (1) 
wird der Poyntingsche Satz (in komplexer Form) sowie eine der beiden M. Gl. variiert. 


1 F. Borgnis: Hochfrequenztechn. u. Elektroakust. 59, 22 (1942). 
2 F. Borgnis: Physik. Z. 48, 284 (1942). 

3 E. Ledinegg: Naturwiss. 31, H. 47/48 (1943). 

4 J. Miller: Hochfrequenztechn. u. Elektroakust. 54, 157 (1939). 
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Da obige Formel nur unter der Voraussetzung des Bestehens der Ungleichungen 


8, Ge) ee Calne a Ke 
ea by) Ee CO) 


Giiltigkeit besitzt, also z. B. auf das anfangs formulierte Problem der dielektrischen 

Platte nicht anwendbar ist,> wird eine Naherungsformel abgeleitet, welche unter 

Zugrundelegung schwacherer Bedingungen besteht und das Problem der Platte sowie 
ahnliche erfaBt. Statt (A 1, 2) gelten dabei folgende Bedingungen: 

(€ — GC, €*) dz 

r! : él B, 2 Eee Cr: Bet 

iG, Giles ea ee ‘ Pe 

Wahrend J. Miiller die Ableitung der Naherungsformel (1) durch simultane 

Variation zweier Gleichungen durchfiihrte, wird hier das gewiinschte Ergebnis durch 

Anwendung der Storungsrechnung auf nur eine Gleichung, namlich die Wellengleichung 


rot rot E— wen E =0 


erzielt. Da sich durch dieses Verfahren ganz zwanglos auch die Formel (1) ergibt, 
wenn die Bedingungen (A) vorausgesetzt werden, wird zunachst Gl. (1) auf diesem 
mathematisch wesentlich durchsichtigeren Wege abgeleitet, um dann die Erweiterung 
im Sinne der Ungleichungen (B) vorzunehmen. 


II. Anwendung der Stérungsrechnung auf die Gleichung 
rot rot E— w ewE = 0. 

Aus den M. Gl. erhalt man in bekannter Weise durch Elimination von { die Wellen- 
gleichung, welche in Verbindung mit der Randbedingung ©, = 0 die betreffende 
Feldverteilung in einem verlustfreien HR. bestimmt. Die St6rungsrechnung wird 
zunachst ohne Deformation der metallischen Hiillflache durchgefiihrt, also nur die 
DK. um den Betrag de geaindert. Bezeichnet man die charakteristischen Groen 
des ungestérten Feldes einer nicht entarteten Eigenschwingung mit ©, po, &, Mo 
bzw. wo, jene des gestérten Feldes ©, , ¢, uw, w, so ist zuniachst:6 


rot rot ©) — w,? €o yp Ep = 0, (2a) 
rot rot E — wewE = 0, (2b) 


5 LaBt man naémlich, um zu praktisch brauchbaren Ergebnissen zu gelangen, die Bedingung (1a) 
fallen, so hat |(€ — & V |G,| wegen des an der Grenze des Dielektrikums auftretenden Sprunges 
der Normalkomponente von € einen durchaus endlichen Betrag. 


5 Die hier gebrachten Entwicklungen sind unter der Annahme 4) = uw = const. durechgefihrt. 
Doch ergeben sich die gleichen Formeln, wenn eine beliebige réumliche Verteilung von py zuge- 
lassen wird. Dazu hat man statt von Gl. (2) von der Gleichung 

rot (= rot s) —weS = 0 
Mo 
auszugehen, woraus die ,,gestérte’’ Gleichung in der Form 
1 ats 4 
rot (,'- rot oe — Wy? Ey) OE = w,2 de Ey +.2 wy Ow & Ey 
"0 
folgt. Mittels der Identitat 


] ; 1 . sell wal 1 
Gy" xot (rot 86] — 06 rot (1 rot 6,*) = {|= ced (Pee O* OG 
i a ro a rot Ey div We rot d&, & % rot E*, 6€ \ 
erhalt man z. B. daraus wie oben die Formel (1’). Es sei noch bemerkt, da8 sich auf dieselbe 
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wobei wegen (A) folgende Zusammenhinge bestehen: 
C=€ +66, w=a2f+20,d0, &€ =e + da. (3) 
(3) in (2b) eingesetzt ergibt unter Beachtung von (2a) die Gleichung: 
rot rot OE — wg? &q ly OE = a6? fy Oe Ey + 2 wy bw Ep fy G. 


Multipliziert man diese Beziehung mit ©,* (mit * werden konjugiert komplexe GroBen 
bezeichnet; z. B. ©* konjugiert komplex zu ©,) und integriert iiber das Hohlraum- 
volumen, so erhalt man: 


{Go * rot rot 6€) — (dE rot rot G,*)} dr = 2 w, dw “A &o fy (Ey ©y*) dt + 


+ ao? Mo , de (Cy E_*) dt. (4) 


Um die Randbedingung &, = 0 verwerten zu kénnen, ist das linksstehende Volums- 
integral J mittels des GauBschen Satzes in ein Oberflachenintegral zu verwandeln. Da 


€,* rot rot 6€ — 6€ rot rot E,* = div {[rot 6, €,*] — [rot E,*, d€]} 
ist, erhalt man fiir J 


J = O {[rot dG, G,*] — [rot G,*, 6G]},, df = 0, 


F 


weil wegen © = 0 und ©, = 0 der Integrant identisch verschwindet. Aus (4) ergibt 
sich nun die gewiinschte Beziehung 


ba _y) 88 (Gy Go") dt a’ 
Mo 2 = Eq (Eo, Eq*) dz 


in Ubereinstimmung mit (1). 


Bei einer Frequenzanderung durch Deformation der metallischen Hiille lauft 
die Rechnung bis (4) analog zur bisherigen. Man erhalt zunachst 


d= 0 {[rot 6&, €,*] — [rot E,*, 6€]}, df = 2 wy dw \ Eq Mg (Eq Cy*) dt + 
= Ve 
P 


+ 9" Mo A dé (Ep Ey*) dt. (4’) 


In vorstehender Gleichung ist mit V das variierte Volumen und mit F die dazugehérige 
Oberflache bezeichnet. Da ©, sowie 6€ nicht senkrecht auf F stehen, wird J + 0 
und die rechte Seite der Gleichung bedarf weiterer Umformungen, um die unbekannte 
Variation von &, bis auf Glieder von héher als erster Ordnung zu eliminieren. Beachtet 


Weise die Frequenzinderung bei ,,Variation‘‘ von jw, ergibt, wenn man die analoge Rechnung 
auf die Gleichung 
rot (rot 5} —atS=0 
£9 


anwendet. Man erhalt 


A OUWADgx Doe ae 
da = Lan <a (A) vorausgesetzt 
2 1,\ (Bor Bo*) ae 
Ey. een tG ca"), de 


> = (BL) vorausgesetzt. 
o 2 “4 (Dor Do*) dz 


g* 
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man die Beziehung 6& = © — G, so laBt sich J wegen der Randbedingung © = 0 
folgendermafen schreiben :? 


J = ° {[rot 6, E,*] + [rot E*, €)] — [rot G)*, E]}, df = b [rot ©, &,*] df. 
PF 4 


Wird mit F, die Oberflache des ungestérten Hohlraumes bezeichnet, so bekommt 


man, weil [rot ©, €,*], df = 0 ist, 
Fy 7 


pee 9 [rot &, Go" ee [rot &, ©*], df. (6) 


Unter AF ist dabei die Oberflache des durch Deformation verdrangten Volumens AV 
zu verstehen. Die Anwendung des Gaufschen Satzes auf (6) sowie der bekannten 
Vektoridentitat 8 rot 2% — %rot B = div [A, B] liefert unmittelbar 


Os \ {(€* rot rot €) — (rot GC, rot €*)} dt = w," Me | {€ (Co, €o*) — Mo (Do Ho*) } At 
AV 


und in Verbindung mit (4’) erhalt man daraus den restlichen Teil® von (1) 


Cay 7 {eo (Ep Eo*)— Mo (Go Ho*)} : 
@o “ ml Eq (Co, Ey*) dr 

Inwieweit (1) zur Bestimmung der DK. bzw. der Permeabilitat brauchbar ist, 
soll noch spater erértert werden. 

Nun wird die Stérungsrechnung der Wellengleichung (zunachst ohne Deformation 
der Hiillflache) unter den schwacheren Voraussetzungen B (1), B (2) durchgefiihrt, 
was also in gewissen Bereichen des Hohlraumes eine mit ©) bzw. «, vergleichbare 
Variation von € bzw. « zur Folge hat. Glieder, in welchen de 6€ oder de dw auftreten, 
sind also nicht zu vernachlassigen. 

Wie friiher, erhalt man aus (2a), (2b) unter Berticksichtigung von (3) die ge- 
stérte Gleichung 


rot rot dE — we? My &o OE = 2 We Sw (&y + Oe) My (Ey + SE) + cy? Wy Oe (E, + SE). 
Die Multiplikation mit ©* und die nachfolgende Integration iiber das Hohlraum- 


volumen liefert, wenn gemaB B (1), B (2) Integralausdriicke, welche klein von zweiter 
Ordnung sind, unterdriickt werden, folgende Beziehung: 


J = {(€p* rot rot 6&) — (dE rot rot €y*)} dt = 2 w, dw | Eq (Cy Ey*) dt + wy? Wy | de (EC,*) dr. 
| 4 V 


(1”) 


Da der Integrand des linksstehenden Integrals wegen ©, = 0 verschwindet, erhalt 
man fiir die Frequenzanderung 
Bs aI de (E &*) dr 


a (7) 


o 2 | & (Cy y*) de 


Im Zahlerintegral steht als Integrand nicht mehr die spezifische Polarisationsarbeit 
des ungestérten Feldes wie in (1), sondern das Produkt des Polarisationsvektors 
% = de € des gestérten Feldes mit dem Feldvektor ©, des Ausgangszustandes.® 


7 Da € und rot € die gleiche komplexe Phase besitzen, gilt 
[rot &*, ©] = [rot G, E*]. 

8 S. FuRnote 6. 

* Formel (7) wurde dem Sinne nach schon von J. Miller fiir den speziellen Fall einer di- 
elektrischen Kugel im kreiszylindrischen Hohlraum angewendet (s. FuBnote 4), ohne jedoch 
diese anzugeben bzw. abzuleiten. Es wurde vielmehr aus Analogiebetrachtungen zu einer Metall- 
kugel im Hohlraum fiir den genannten Fall der Frequenzinderung berechnet. 


Zur Stérungsrechnung elektromagnetischer Hohlriiume der Dielektrizititskonstanten. 133 


Die eben abgeleitete Formel hat nur dann eine praktische Bedeutung, wenn es 
gelingt, das gestérte €-Feld, auch ohne Integration der M. Gl., zu berechnen. Dies 
wird in allen jenen Fallen méglich sein, in welchen der in den Hohlraum einzu- 
bringende Probekérper in einer Kugel von beliebig kleinem Radius Platz findet, 
da das gestérte €-Feld hier statisch mit beliebiger Genauigkeit zu ermitteln ist. Aber 
auch in Fallen, in welchen das Dielektrikum eine im wesentlichen flachenhafte Aus- 
breitung hat, wird man aus Stetigkeitsbetrachtungen des #-Vektors auf das gestorte 
€-Feld mit beliebiger Genauigkeit schlieBen kénnen, was im folgenden Abschnitt 
gezeigt werden soll. 

Es soll noch die Frequenzinderung eines deformierten Hohlraumes berechnet 
werden, dessen €-Feld in einem gewissen Volumsteil vom ungestérten Felde erheblich 
abweicht, wo also statt der Bedingung A (2) B (2) gilt. Derartige Falle werden durch 
Verdriickungen der Berandung, deren Flachennormale endliche Differenzenvektoren 
ergeben, realisiert. Die diesbeziigliche Storungsrechnung, welche analog der fritheren 
zu fihren ist, ergibt den Ausdruck 


do _ ap) POLE, Go*] af gy| Leo (CE Go*)— Mo (H Ho")} H 


= (8) 


o ah (G © *) dt ae (Gp €_*) dz 


Wie in (7) tritt in den Zahlerintegralen die multiplikative Verbindung des gestorten 
mit dem ungestérten €-Felde auf. Doch ist (8) fiir praktische Falle unbrauchbar, 
da man keineswegs erwarten darf, daB die Rotation des naherungsweise bestimmten 
gestérten €-Feldes mit rot € iibereinstimmt. Ebenso wird es recht schwierig sein, 
das €-Feld in AV analytisch fortzusetzen, wie es die zweite Form von (8) verlangen 
wiirde. Doch ist hier die Berechnung der Frequenzinderung ohne weiteres mit (1) 
méglich, wenn man in bezug auf den Eigenwert als Ausgangszustand nicht das un- 
gestérte, sondern ein ,,unendlich wenig“ gestértes Feld annimmt, welches jedoch in 
einem unendlich kleinen Volumsteil entsprechend der vollzogenen Deformation einen 
endlichen Differenzenvektor © — ©, zur Folge hat. Deformiert man stetig weiter, 
so andert sich nunmehr das Feld in bezug auf den neuen Ausgangszustand stetig 
mit, so daB (1) formal anwendbar ist, wenngleich dem Integrationsvorgang eine andere 
Bedeutung zukommt. Es soll darauf nicht naher eingegangen werden, da in* der 
spezielle Fall der Frequenzainderung meines kreiszylindrischen Hohlraumes, in welchem 
eine Metallkugel eingebracht wird, behandelt ist. 


III. Die dielektrische Platte im kreiszylindrischen Hohlraum. 


Als erstes Anwendungsbeispiel zu (7) soll im folgenden die Anderung der Eigen- 
frequenz eines in der elektrischen Grundschwingung erregten Kreiszylinders betrachtet 
werden, in welchem eine dielektrische Platte an einer Stirnflache eingebracht ist 
(s. Abb. 1). Die Diskussion der sich dadurch ergebenden Verhaltnisse ist wegen der 
Kenntnis der strengen Feldverteilung bzw. der Eigenwertgleichung? im Rahmen 
dieser Untersuchung von besonderem Interesse. 

Die Anwendung von (7) ergibt fiir kleines h, wenn man den Radius des Zylinders 
mit R, seine Hohe mit J, die Dicke der dielektrischen Scheibe mit h bezeichnet, den 
Ausdruck 


yi bo 0) 21 pl © — Ve (Go Go) af 


— — 1 ™ 
0 * 2 Af day | (Co Go*) af 


(A, = die auf Vakuum bezogene Resonanzwellenlange des , ungestérten** Hohlraumes). 
Es ist dabei von der Beziehung © = ¢€ Gebrauch gemacht, welche fir h +0 im 
Dielektrikum streng erfiillt ist und fiir 4/1 < 1 angenahert gilt. Da sich in obenstehender 
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Beziehung die Flachenintegrale im Zahler und Nenner heben, erhalt man die relative 
Wellenlangenanderung zu A he le a os | 
a OR mle ea 


Bestimmt man experimentell 6A, so kann man (9a) zur Ermittlung des «-Wertes 
der Probe beniitzen. 


Geers ae (2P) | 
Ag lt 
Diese zur ¢-Bestimmung sehr brauchbare a 
Formel geht fiir « — 1 in die aus der Miller- 
schen Beziehung (1) herzuleitende Formel 42 
e=1+ = = (9c) 


iiber, was man durch Entwicklung der rechten 

Seite von (9b) in eine geometrische Reihe 

sofort sieht. 10 
SchlieBlich 1a8t sich aus (9) eine streng 2 


erfillt limes-Beziehung angeben: Ble 99 
t a — (ar) ee oe ey a 
8 dhJn=0 2 1 Is 


WR-hf 
Of Q5 40 


a VV C 
MM a O45 


Abb. 1. Aufri® eines kreiszylindrischen Hohlraumes Abb. 2. Die auf Vakuum bezogene Reso- 
(Radius = R, Hohe =J1) mit kreiszylindrischer nanzwellenlinge des _ kreiszylindrischen 
dielektrischer Platte (Radius = Rk, Hohe =h). Hohlraumes in Abhiangigkeit von der 
Der Verlauf der elektrischen Feldlinien ist skizziert. Plattendicke fiir « = 10 und 1/R = 1. 
a) Naherungslésung nach Gl.(1), b) stren- 
ey) if ‘ rotatt 3 ge Lésung der Eigenwertgleichung (10), 
Tragt man die Plattendicke h als Abszisse, die c) Naherungslésung aie 1. (7). 
dazugehorige Wellenlange 4 = A, + 6A als Ordi- 
nate auf, so erhalt man einen in Abb. 2 wiedergegebenen prinzipiellen Kurvenverlauf. 
(da/dh), ~) stellt darin die Steigung der Anfangstangente dar. Der weitere 
Kurvenverlauf ist aus der Kigenwertgleichung’, Gl. (5), zu berechnen: 


. é yr Ug yr (L—h) = yur tg yuh. (10) 
Dabei bedeutet ire 
ah VB? — le ; | 8 iad “Yo, » ies Qa 
yar = Ve SR age ; 
K erfillt folgende Ungleichung: 
Ay sR 
Roe do, Ve 
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Um die Giiltigkeitsgrenze von (9a) oder (9b) festzustellen, soll (10) nach geeigneten 
GréBen entwickelt werden. Dabei sind folgende Falle zu unterscheiden: 


I, h[A<1 
wegen yy" = B, (e— 1) = yP=ek 

2. hja<, Tq yy (L—h) C1. 
Fall 2 1aBt sich durch ein geniigend kleines h stets erreichen, wenn man dabei 
l < L, (hk) voraussetzt. 

L, bedeutet eine endliche Schranke fiir die Zylinderlange, welche ihrerseits von h 
abhangig ist. 

3. hia, l > L, (h) mit Tq yr L, (h) ~ 1. 
Die unter 3 geschilderte Méglichkeit ist immer fiir ein geniigend groBes | realisierbar, 
weil mit wachsender Zylinderliinge (J > Z,) nach Wahl eines kleinen, aber dann 


festgehaltenen h/A-Wertes y, (1 — h) — co strebt, da y; nach unten beschrankt ist, 
wie man aus (10) sofort erkennt: 


B, folgt daraus tg yz, h « Me 


Myr te yah ‘ee = 
YI egy, 1—-) > — yntg yuh. 


Durch das Einbringen der dielektrischen Platte wird das urspriinglich achsen- 
parallele &-Feld der elektrischen Grundschwingung ©) = e, J» (8, 7) wegen des Hinzu- 
tretens einer H,-Komponente verzerrt. Nach? ergibt sich der Feldverlauf im Raume I 
(ohne Dielektrikum) und im Raume II (mit Dielektrikum) wie folgt: 


E,® = B,? Jy (B, r) Gof yr z, (11a) 
EL, = — By yr J, (Br) Sin yr z. 
EAD — A- B2/e J, (B, — l), | 
at ne Bale Ty (6-7) cos ym(2— 1), | (11b) 
| BOD = — A Bye J, (8,7) sinyy (z — 1). J 
a Col yy (hae ®). 
COS Yyq 


(Jy, J; = Bessel-Funktionen vom Index 0 bzw. 1). Darnach hat die unter 1 erfolgte 
Annahme h/A « 1 das Verschwinden der H,-Komponente im Dielektrikum zur Folge 
und analog bedeuten die unter 2 gemachten Voraussetzungen einen in erster Naherung 
achsenparallelen Feldverlauf im Raume I und II. 
Nun werden fiir die angegebenen drei Falle die entsprechenden Naherungsformeln 
der Gl. (10) abgeleitet. 
Fall 1. Wegen tg yy h€ 1 geht (10) in 
€yr 2G V1 (l — h) = yy h a (e hk? — Bf) h 
iiber. Obige Gleichung l4Bt sich unmittelbar nach ¢ auflésen. Man erhalt 
- By? /k2 2! ; 
© ~ [— p/P h Bq y, 0— h) (12) 
Bezeichnet man mit Ae die Differenz des nach (10) exakt und des nach (12) naherungs- 
weise bestimmten e-Wertes, ferner mit R das Restglied der MacLauringschen Ent- 
wicklung von tg yy, welche mit dem ersten Glied abgebrochen werden soll, 
2(1 + 3 tg? yyy h) (yyy, h)* = (yy 2) 
tgynh =yn + &, k= cos? yy_ hk fe Sie ] 2 
so liefert (10) und (12) den Ausdruck 


Ae (yy Sg yr (I—h) — kth) = yn BR =R 
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oder wegen (12) Hs 7 yyt 


é hp, 3B, 


Da yy? S oe (e — 1) ist, wird der relative Fehler 
0 2 . , 
= At aie a 


Fall 2. (12) 1a8t sich noch weiter vereinfachen, wenn gemaB den unter 2 ge- 
machten Annahmen %q y; (! — h) = y; (1 — h) gesetzt wird und die aus yz (J — h) )« oul 
folgenden Relationen 


VAL 
Veg ce 2 an 
Belk ~ 1 +2 6a/a 


beachtet werden. Man erhalt iibereinstimmend mit (9b) fiir « den Ausdruck 
1 
206A 1 

Dale 

Dieses Resultat war nach der weiter oben gemachten Bemerkung tiber den Feldver- 
lauf gem&8 (lla) und (11b) zu erwarten. Die Berechnung des prozentualen Fehlers 
wird analog (12) durchgefiihrt. Damit ist man .in der Lage, die Brauchbarkeit der 
aus den allgemeinen Betrachtungen des vorigen Abschnittes hergeleiteten Formel (9b) 
zu tiberpriifen. Bezeichnet man mit 


— — 3 
yee = yt — l — und. . Rs = 7x4 So 


é= (14) 


jiees 


so wird zunachst 


Ae [ye fk ee es 6 Reb Rs 
und wegen 


eyr (lL—h) = yr? h, (15) 
Ag ge eR, + R. 
On ae B2h i (16a) 


Um R, bequem mit R, vergleichen zu kénnen, wird mittels (15) yy durch yy ausge- 
drickt. Man erhalt 


Damit wird 


; l . 
me ee ym (1 +). (16b) 


Ein Vergleich mit (12a) zeigt, daB der Fehler in der e-Bestimmung,.wenn sowohl 
im Raume I als auch im Raume II eine homogene Feldverteilung eae 5. wird, 


sich um den Faktor (1 + l/e h) vergroBert. Da R, mit h? nach Null strebt, R, jedoch 
mit h’, erhalt man aus (16) fiir geniigend icieiuies h die Abschatzung 


Ae 4 7 aan. 
— ae FE IN Th, (160) 


é€ 


Fall 3. Fir grofe Zylinderlangen erhilt man aus der Naherungsformel (12), da 
Tq yz (I —h) +1 strebt, den Ausdruck. 
ue Ul 


5. eee 


vie al 


A eee ie 


Roh 


? 
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welcher bei Einfithrung der Verstimmung 64/A in 


iia 1 (17) 


tibergeht. (17) gilt insbesondere fiir unendlich lange Zylinder. 

Zusammentassend ist zu sagen: Zu jeder noch so groBen Zylinderlange 1aBt sich 
immer ein entsprechend kleines h ermitteln, so das die Naherungsformel (9b) gilt. 
VergroéBert man jedoch / (bei festem h) weiter, so versagt (9b), weil y; (lJ — h) iiber 
alle Grenzen wachst und damit die radiale Komponente von © immer gréBer wird. 
Es gelten dann die Naherungsformeln (12) bzw. (17). Dabei nimmt die Wellenlinge 
des Hohlraumes monoton gegen die durch (17) bestimmte Grenzwellenlinge ab. 

Zum Abschlu&8 dieser Betrachtungen iiber die dielektrische Platte sei noch be- 


v3 
merkt, daB analog (9d) auch 7 


pee ee = tg a mittels (7) berechnet werden kann. 
AuBer dieser streng giiltigen Forme! liBt sich wie friiher in erster Naherung die 
Frequenzanderung eines mit einer dielektrischen Substanz zur Ganze erfiillten Zylinders 
berechnen, aus welchem eine Platte von der Héhe Al = 1—h_ herausgeschnitten 
wird. Ks ist 


52 pe (e — 1) (© &*) de Re er 


fe 2 [(GoG*)dr 8 


> 


da in diesem Falle € = « ©, fiir das gestérte Feld zu setzen ist. Beriicksichtigt man 
noch A, = Ve A», so erhalt man fiir tg « 


toon = ch tg a, (18) 


welcher Ausdruck, wie eine einfache Rechnung zeigt, in voller Ubereinstimmung 
mit der entsprechenden, aus (10) herzuleitenden Formel steht. 


IV. Der dielektrische Stab im kreiszylindrischen Hohlraum mit extrem kleiner 
bzw. groBer Eintauchtiefe. 


Die exakte theoretische Behandlung bzw. Herleitung der Eigenwertgleichung 
eines mit einem dielektrischen Korper teilweise erfillten Hohlraumes wurde meines 
Wissens bisher nur in zwei Fallen durchgefihrt: 

Fiir das axiale Zweischichtenproblem! und dem im vorigen Abschnitt behandelten 
Problem der dielektrischen Platte. Z. B. ist die Berechnung der Zwischenform, also 
eines dielektrischen Stabes, dessen Hintauchtiefe kleiner als die Zylinderlange ist, 
oder einer konzentrischen Kreisplatte, welche nur einen Teil der Bodenflache ausfiillt, 
noch ausstandig. 

Im folgenden wird aber dargelegt, da die Frequenzainderung durch dielektrische 
Stabe mit groBer bzw. geringer Eintauchtiefe mit der oben angegebenen Formel 
[Gl. (7)] leicht berechenbar ist. 

Es sei 2 r, der Durchmesser (r) < R), h (h <1) die Hohe des dielektrischen Stabes. 
Ist h Ko so darf man, wie im Falle der Vollplatte, fiir das gestérte Feld im Di- 
elektrikum © = 1/e © setzen, da der Volumsteil 4V,, in welchem kein homogenes 
Feld herrscht, klein gegen das Gesamtvolumen AV des eingetauchten Stabes ist. 
Man erhalt aus (7) 


e—l 


\ oe (Eq €*) dt Yo 
04 = av ; mit - c= a or) oe 
i 2 ,\ (Gor Go*) de 
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Fiihrt man die Integration aus 


e 


2 | Go, Go*) dr = 2m BLT Ho), 


Y Yo,» 
POPE re 


und setzt die gewonnenen Ausdriicke in die Ausgangsformel ein, so wird 


: Yo.» : Yo,» 
67 ey eae ier (19a) 
A S 2 BLS) (Yo) 
(Yo,, = v-te Nullstelle von J,). Analog zu (9b) und (9d) ergeben sich die Beziehungen 
2 
es nes To J? Yo.y ere Yo,» 
ie bee oO lee No tarp ato 
alee 19 

tg «x = pare: (19¢) 


(19b) kann zur Bestimmung von ¢ beniitzt werden. Eine experimentelle Kontrolle 
beziiglich der Giiltigkeit der angegebenen Naherungsformel 14Bt sich leicht durch 
Verwendung verschiedener Platten- 
dicken durchfiihren, da im Anwen- 
dungsbereich von (19b) Proportio- 
nalitat zwischen Verstimmung und 
Plattendicke bestehen mu. (19c) 
stellt den strengen Ausdruck der 
Anfangstangente gemaB Abb. 3 dar. 
Fiir ¢ — co erhalt man einen Grenz- 
winkel ; 


Spammer 


‘S “Guenn. Ftp? 


welcher fiir 7)<R im (A, 1)-Dia- 
gramm die Antangstangente des 
funktionellen Zusammenhanges (Ein- 
tauchtiefe, Frequenzanderung) eines 
Metallstabes darstellt. 

SchlieBlich soll noch die fiir ex- 
trem grobe Eintauchtiefe dinner 
Abb. 3. Abhangigkeit der Eintauchtiefe eines Stabes Stabe (/ ~ A, ro< R) zustandige For- 
aus Condensa-F (¢ = 73, 27) = 1°64mm) von der mel analog zu (18) angegeben wer- 


Verstimmung 6A bei axialer Einbringung in einen d 7 . = 
gu aaen as en. u -hend, erh 
kreiszylindrischen Hohlraum (A=140 mm, 1=100 mm, n- Von (7) susgenond, orbaltaas 


&=107mm). a) Naherungslésung nach Gl. (1), nach kurzer Rechnung 


=i. 1 J 
0 7 2 3 4 & ih oom 


b) experimentell aufgenommene Kurve (xX Meb- tg nes tg a. 
punkte), ¢) tg « = theoretisch berechnete Anfangs- ae 
tangente nach Gl. (19¢). Dabei wurde vorausgesetzt, daB das 


gestérte &-Feld im Innern des Stabes 
wenig vom Ausgangszustand verschieden ist. Die Berechtigung dieser Annahme folgt 
aus der strengen Kigenwertgleichung des Zweischichtenproblems,! welche fiir diinne 


Stabe unter der Voraussetzung <1 in die Miillersche Formel (1) tibergeht. Es 


sei noch darauf hingewiesen, da Gl. (1) fiir e > 1 nur dann formale Giiltigkeit behalt, 
wenn der dielektrische Kérper in eine diinne elektrische Kraftrdéhre eingeschlossen 
wird, da in diesem Fall in (7) € durch © ersetzbar ist und dadurch (7) mit (1) 
identisch wird. 
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VY. Experimentelle Ergebnisse. 


Zur Kontrolle der in Abschnitt 3 abgeleiteten Naherungsformeln wurden bei einer 
mittleren Wellenlange 4 = 14 cm einerseits DK.-Bestimmungen an bekannten kreis- 


plattenformigen Materialien durchgefiihrt, anderseits die , Anfangstangente “‘ 


oA 
tea = FE lcs durch sukzessives Einschieben eines dielektrischen Stabes von be- 


kannter DK. experimentell ermittelt. Als Hochfrequenzgenerator wurde eine Resotank- 
rohre der Firma J. Pintsch, K. G., Berlin, beniitzt, welche durch eine besonders hohe 
Frequenzkonstanz ausgezeichnet ist. Von einer Beschreibung der verwendeten MeB- 
apparatur kann abgesehen werden, da ich die gleiche Anordnung, welche zur DK.- 
Bestimmung stabchenformiger Proben von F. Borgnis und seinen Mitarbeitern ent- 
wickelt wurde und in? eingehend erklart wird, bei den hier angegebenen Versuchen 
beniitzte. Die volle Ubereinstimmung zwischen den MeBergebnissen und den 
Formeln (9b), (9d) bzw. (19c) innerhalb der durch (16) festgelegten Schranken wird 
im folgenden an einigen Beispielen gezeigt. 

Zunachst wird (9b) an Hand von Messungen an Plexiglas und einem Gebrauchs- 
glase tiberpriift. Die zur Auswertung von (9b) bendtigten MeBgréBen sind jeweils 
in einer Tabelle zusammengestellt. (Mit «“) bzw. «) werden die DK.-Werte bezeichnet, 
welche sich mittels der Stabchen- bzw. der Plattenmethode ergaben.) 


Plexiglas: eS) = 2:5; &P) = 2-5. 


2R | l | h | A 6A 102 | dA/A - 108 sf?) 
| 
107 | 100 | 1:0 140 45:0 3:2 2°5 
107] 100° | 2-0 140 90-0 64 2:5 
(Langenangaben in Millimeter.) 
Ein Gebrauchsglas: <) = 63; e¢?) = 6-25 bis 6°30. 
2R | l | h | ii 6A + 102 | A/a 103 AP) 
ee ae eS ae eee 113 | 806 | 6-25 


(Langenangaben in Millimeter.) 


Der durch die Beniitzung der Naherungsformel (9b) entstandene Fehler f laBt 
sich nach Gl. (16) berechnen und betragt unter Zugrundelegung der in der Tabelle 
angefiihrten Werte f = 0°5% und liegt unterhalb der MeBgenauigkeit der Apparatur, 
welche sich auf etwa 1 bis 2% belauft. 

Die Uberpriifung der Formel (19c) wurde durch Aufnahme einer Reihe von 
(A, h)-Diagrammen durchgefiihrt, wobei Stabchendicke und DK. in weiten Grenzen 
variiert wurden. In Abb. 3 ist eine derartige Abhangigkeit fiir einen Condensa-F- 
Stab, « = 73, d = 1:64, wiedergegeben; man erkennt die gute Ubereinstimmung 
zwischen der experimentell ermittelten Abhangigkeit der Frequenz des HR. von 
der Eintauchtiefe der Probe und der theoretisch berechneten Anfangstangente an 
der Stelle h = 0. 

Von einer Wiedergabe entsprechender experimenteller Kurven ftir den analogen 
Versuch mit dielektrischen Platten (r = R) wird abgesehen, da (9d) mit (9b) aquivalent 
ist und (9b), wie schon ausgefiihrt, in voller Ubereinstimmung mit dem Experiment 
steht ; hingegen ist in Abb. 2 fiir einen konkreten Fall (//R = 1, « = 10) der theoretische 
Verlauf der Eigenwertgleichung (10) sowie der Verlaut der Naherungslésung (9d) 
und der Naherungslésung (9c) graphisch dargestellt. Daraus ist fiir h.— 0 die Uber- 
einstimmung zwischen Formel (9d) mit der strengen Loésung zu ersehen, was ja schon 
ganz allgemein aus den Ausfiihrungen des Abschnittes 3 folgt. 


(Hingegangen am 16. August 1947.) 
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Die Auflésung elektrischer Netze mittels Matrizen.* 
Von F. Zimmermann, Wien. 
Mit 28 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Zur Bestimmung der Strom- und Spannungsverteilung in linearen 
elektrischen Netzwerken ist die Auflésung linearer Gleichungssysteme nétig. Fur dieses rein 
algebraische Problem steht der Matrizenkalkil zur Verfiigung. Er wird in der folgenden Arbeit 
dazu verwendet, um ibersichtliche allgemeine Formeln zur Auflésung beliebiger Maschennetze 
sowie von Drehstromnetzen mit einer oder zwei Unsymmetrie-Fehlerstellen bei geerdetem und 
freiem Sternpunkt abzuleiten. Als Form der Darstellung unsymmetrischer Vorgénge werden die 
symmetrischen Komponenten verwendet. 


Summary. In computing the distribution of currents and voltages in linear electrical networks 
it is necessary to solve a system of simultaneous linear equations. For this purely algebraic problem 
the matrix-calculus is available. The following papers demonstrate its application, deducing 
general formulas for solution of mesh networks, as well as of three-phase networks with one or 
two unsymmetrical faults and grounded or free neutral. For treating unsymmetrical phenomena, 
the method of symmetrical components in matrix notation is used. 


Résumé. Pour, déterminer la distribution des courants et des tensions dans les réseaux 
électriques linéaires il faut résoudre des systémes d’équations linéaires. Pour ce probléme purement 
algébrique on dispose du calcul de matrices. Dans le travail qui suit cette méthode a servi a 
établir des formules claires et complétes pour l’étude des réseaux quelconques comportant des 
mailles multiples, ainsi que des réseaux triphasés avec le neutre libre ou mis a la terre, ayant des 
défauts non symétriques en deux ou trois endroits. Pour représenter les phenoménes non symé- 
triques on s’est servi de la méthode des composantes symétriques. 


Im letzten Jahrzehnt wurden einige Rechenverfahren, die bisher nur in anderen 
Wissenszweigen Anwendung gefunden haben, die Dyaden-, Tensor- und Matrizen- 
rechnung, auch zur Lésung elektrischer Netz- und Maschinenprobleme heran- 
gezogen.1~’ Den Beziehungen der elektrischen Gré8en, wie Strémen, Spannungen 
und Widerstanden, wurden dabei oft voriibergehend dem jeweiligen Kalkiil zuliebe 
eine geometrische Deutung beigelegt. Die umfangreichste Arbeit dieser Art ist die 
»Lensor Analysis of Networks“ von G. Kron.*:§ Die darin dargelegte Geometrisierung 
der Rechnung an Leitungsnetzen und elektrischen Maschinen und die ,,Veranschau- 
lichung“ elektrischer Begriffe durch Vektoren in n-dimensionalen R&umen fanden 
starke Kritik.*, % 1° 18 


* Gekirzte Wiedergabe einer Arbeit, welche im Institut fir Starkstromtechnik der T. H. 
Wien einzusehen ist. 

1 F. Frauenberger: Beitrag zur Theorie von Dreiphasentransformatoren ohne Nulleiter- 
strom im stationaren Betrieb und bei Einschwingvorgingen. Elektrotechn. u. Maschinenbau 58, 
293 (1940). 

2 L. Kneissler-Maixdorf: Kinfihrung in die Anwendung der Matrizenrechnung auf quasi- 
stationére Wechselstromvorgange. Elektrotechn. u. Maschinenbau 58, 308 (1940). 

3 G. Kron: Tensor Analysis of Networks. New York. 1939. 

4 W. Quade: Matrizenrechnung und elektrische Netze. Arch. Elektrotechn. 34, 545 (1940). 

* M. B. Reed: Matrices, Tensors or Dyadics for Studying Networks. J. appl. Physics 12, 
773 (1941). 

® Shih Chen: Anwendungsméglichkeiten der symmetrischen Komponenten auf dem Gebiet 
der Selektivschutztechnik elektrischer Kraftibertragungsleitungen. Dissertation T. H. Berlin. 
1940. 

’ F. Zimmermann: Drehstrom-Unsymmetrie-Probleme in Matrizendarstellung. Arch. 
Elektrotechn. 88, 131 (1944). 

§ Kinen kurzen Uberblick tiber Krons Methode vermittelt Oberdorfers Lehrbuch der 
Elektrotechnik, Bd. II, Oldenbourg, 1940, und eine Dissertation von Shih Chen (s. Anm. 6). 

* F. Emde: Elektrotechn. u. Maschinenbau 58, 90 (1940). 

10 W.H. Ingram: Electr. Engng. 56, 615 (1937); 58, 274 (1939). 
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Die geometrischen Hilfsvorstellungen kinnen jedoch vermieden werden, Unter 
der Annahme strom- und zeitunabhangiger Netzelemente fiihren alle Netzfragen stets 
zur Aufstellung linearer Gleichungssysteme zahlreicher Unbekannten. Es handelt 
sich also um ein rein algebraisches Problem, dessen Behandlung ein geeignetes mathe- 
matisches Verfahren knapper Schreibweise verlangt. Als solches steht die von Cayley 
entwickelte Matrizenrechnung zur Verfiigung.* 1 12 

In der vorliegenden Arbeit wird der Matrizenkalkiil unter Heranziehung zweier 
physikalischer Hilfssitze, welche zunachst kurz erértert werden, dem Superpositions- 
prinzip und dem Helmholtzschen Satz von der Ersatzspannungsquelle, zur Lésung 
elektrischer Netzprobleme verwendet. Mit seiner Hilfe kann die Strom- und Spannungs- 
verteilung in Wechselstromnetzen allgemein und iibersichtlich gefunden werden. Fiir 
die Lésung des gleichen Problems in beliebigen Drehstromnetzen beim Auftreten 
einer oder zweier Unsymmetriefehlerstellen, also z. B. Erdkurzschlu8, Doppel- 
erdschlu8 u.a.m., lat sich ebenso ein ganz allgemeines Verfahren angeben. Die 
Form der Darstellung mittels symmetrischer Komponenten erweist sich dabei als 
auBerst zweckmaBig, ihre Handhabung und Transformationsgleichungen sind in 
Matrizenschreibweise besonders einfach. ips 

Beziiglich des Rechnens mit Matrizen sei nur auf die Literatur verwie- 
sen.*,8, 11-18 Die Matrizen selbst werden in symbolischer Form angeschrieben, da 
der Verfasser der Meinung ist, daB diese der Darstellung komplexer GréBen in der 
Wechselstromtechnik analoge Schreibweise dem Elektrotechniker naher liegt als die 
analytische Darstellung mittels ein- und mehrfacher Indizes (vgl. dazu FuBnote 13). 


I. Das Uberlagerungsprinzip und die Ersatzspannungsquelle. 


Der Uberlagerungssatz von Helmholtz!4: 15 besagt: Die Strome in den Zweigen 
eines linearen Netzes mit beliebig vielen elektromotorischen Kraften sind gleich der 
Summe der Teilstr6éme, die durch die einzelnen elektromotorischen Krafte hervor- 
gerufen werden. 

Der Beweis wird leicht gefiihrt, indem man die Kirchhoffschen Gesetze fiir die 
Teilstréme, die sich auf Grund der nacheinander wirkenden elektromotorischen Krafte 
bei sonst unverandertem Netz in jedem Zweig ergeben, aufstellt. Es zeigt sich, daB 
die Summenstréme aus der Uberlagerung der einzelnen Stromverteilungen ebenfalls 
den Kirchhoffschen Gesetzen geniigen. Die Voraussetzung hierfiir, daB alle Impedanzen 
stromunabhangig sind, soll bei den folgenden Untersuchungen stets zutreffen. 

Zur Berechnung des Stromes in einem beliebigen Zweig eines Netzes bedient man 
sich mit Vorteil des Helmholtzschen Satzes von der Ersatzspannungsquelle :4 

SchlieBt man an zwei beliebige Punkte A und B eines linearen Netzes, das eine 
beliebige Anzahl von elektromotorischen Kraften enthalt, einen Widerstand 3, an, 
so 1aBt sich zur Berechnung des Stromes in diesem Widerstand das ganze Netz er- 
setzen durch einen Generator mit der elektromotorischen Kraft U,, gleich der 
Spannung zwischen den Punkten A, B vor AnschluB von 3, und dem inneren Wider- 
stand des Netzes 3,4,, ermittelt zwischen den Klemmen A, B bei Annahme aller 
eingepragten Spannungsquellen zu Null. 


Use + Bap drt jr dr = 9. 


1M. Bocher: Einfiihrung in die héhere Algebra. Leipzig. 1925. 

12 fF. NeiB: Determinanten und Matrizen. Berlin. 1941. 

13 A. Duschek: Matrizen, Vektoren und Tensoren. Osterr. Ingenieur-Arch. 1, 371 (1947). 

14 R.Feldtkeller: Einfithrung in die Vierpoltheorie der elektrischen Nachrichtentechnik, 
3. Aufl. 1943. 

1 K.Kipfmiller: Einfiihrung in die theoretische Elektrotechnik, 3. Aufl. 1941. 
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Die Richtigkeit dieses Satzesist.leicht einzusehen, wenn man im Zweig 37 zusatzlich 
eine Spannungsquelle von der GréBe — Ye-y-annimmt, so das der Strom im Wider- 
stand 3, Null wird. Der tiberlagerte Zustand, der-durch — Uy x, jp und die Netz- 
gréBe 34, bestimmt ist, erganzt nach dem Superpositionsprimaip den urspriinglichen 
Strom zu Null. Dieser ist also ebenso groB, aber entgegengesetzt geriehtet, wie der 
Zusatzstrom, somit ist Sp gemaB obiger Gleichung aus den NetzgroBen Uyz, Sap 
und 3, zu ermitteln.. Der auf diese Weise gefundene Strom 3p im Widerstand 3, 
verteilt sich im iibrigen Netz nach den Kirchhoffschen Gesetzen ohne Riicksicht auf 
die eingepragten Spannungsquellen. Die vor der Schaffung des neuen Zweiges 3p 
herrschende Stromverteilung der Ausgleichsstrome auf Grund der eingepragten 
Spannungen iiberlagert sich unverandert. 

Dieses Verhalten ist leicht zu beweisen. Der Strom 9; jedes Zweiges 7 soll sich 
aus dem Ausgleichsstrom 9; 4 und dem Teilstrom 3; y zusammensetzen, §; = 3; 4 + Sir- 
Fiir jeden einzelnen Knotenpunkt gilt also 


DiS = Dia + Di hr = 0, 

wobei die Summe iiber alle dort vereinigten Leiter zu nehmen ist. Da bei den einzelnen 
Zustainden fiir sich sowohl 7:3; 4 = 0, als auch der Annahme gemaB ¥': 9; 7 = 0, 
ist das erste Kirchhoffsche Gesetz fiir die Uberlagerung erfiillt. Sind im Netz vor 
Hinzufiigen der neuen Verbindung 3, wu unabhaingige Umlaufe nach dem zweiten 
Kirchhoffschen Gesetz moglich, so gilt mit der Summenbildung iiber alle 7 Zweige 
r bis t jeder der wu Umlaufe 

t 

>i (U; Roto ors = 0 

oder 7 


t 
ai [UW+3: 4 t Sah = & 


Die Ausgleichsstromverteilung unter dem Einflu8 der eingepragten Spannungsquellen 
erfiillt die Gleichungen 


t 
2 (hy + Be RPS ESO 


Somit muB j 


ee 
(8:37), 4 = 0 
F 


sein. Die Stromverteilung von Sy erfolgt also nach beiden Kirchhoffschen Gesetzen 
tatsachlich im Netz ungestért so, als ob die eingeprigten Spannungsquellen spannungs- 
los waren. Die Ausgleichsstréme, die allein durch die eingeprigten Spannungen be- 
stimmt sind, tiberlagern sich ohne Beeinflussung. 

Bei zwei zusatzlichen Verbindungen 37, und 3p, zwischen den Punkten A, B 
und C, D kann man sich auf Grund der gleichen Uberlegungen die im Netz wirkenden 
eingepragten Spannungen durch zwei Ersatzspannungsquellen Uy, und Upp, den 
Leerlaufspannungen zwischen AB und CD, ersetzt denken, die jeweils in Reihe mit 
den Widerstanden 3,, und 3p, geschaltet, die Ursachen der neuen Stréme sind. Nach 
dem Superpositionsprinzip laBt man U4, und Upp bei sonst unverindertem Netz 
nacheinander wirken und addiert die beiden Stromverteilungen. Dariiber lagert sich 
in den Zweigen noch das System der Ausgleichsstréme. 

Die beiden neuen in das Netz eintretenden Stréme verteilen sich ohne gegenseitige 
Beeinflussung und ohne Riicksicht auf eingeprigte Spannungen im Netz nach den 
Kirchhoffschen Gesetzen. Fiir jeden Knotenpunkt gilt 


NI. om NY. 
aw SP, = 9, a iF, = 9, 
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wobei die Summe wieder iiber alle ¢ dort vereinigten Leiter zu nehmen ist. Ferner 
ist dann fiir jeden der w vor Zuschaltung der neuen Zweige moglichen Umlaufe in den 
jeweiligen Leitern 7: 
t t 
ai (Bid), ,=9 (Sry; = 0- 
r 


Unter diesen Bedingungen sind die Kirchhoffschen Gesetze auch fiir die Uberlagerung 


erfiillt ve SH aia + iF, + Ger, 
>" 


Oe Vg VI. 
Me SE = SA ge NP, + Zier, = 9, 


t 
Sis + 8: Bia t+ Int BH], =O 
Die Aufteilung der Leiterstréme in Ausgleichs- und Zusatzstromverteilungen ist 
also zulassig. 
Beim Vorhandensein gegenseitiger Induktivitéten ist der Beweis auf prinzipiell 
gleiche Weise zu fiihren. Das geschilderte Verhalten trifft auch im Falle gegenseitiger 
Kopplungen zu, diese bestimmen die Stromverteilung im Netz mit. 


II. Auflésung elektrischer Maschennetze. 


1. Allgemeines Verfahren. 


Betrachtet werde ein ganz allgemeines elektrisches Einphasennetz, das aus 
p Knotenpunkten und » Zweigen besteht. Unter Knotenpunkten ist die Verzweigung 
von mindestens drei Leitern verstanden. Ein Zweig ist die Verbindung zweier Knoten- 
punkte. Jeder der n Zweige soll eine konstante Wechselspannungsquelle €,, eine 
strom- und zeitunabhangige Impedanz 3; und eine ebensolche gegenseitige Induktivi- 
tat 8;, enthalten. Lineare Verhaltnisse sind also vorausgesetzt. Das auf Grund dieser 
Spannungen und Impedanzen herrschende quasistationare Stromsystem 9, bis 3, 
in den n Zweigen werde nun einer linearen Transformation nach folgenden Gleichungen 
unterworfen, ohne vorerst auf die physikalische Bedeutung dieses Vorganges einzugehen. 


, r en 
ON ls LT RNY We ee ea oR 
on oO? os ome) 
ala == Cog adn 4+ Cag ne. te: = 1 Can dn» 

> 
> 
>) 
f / mM 7 
ni Ona sha ch Cnas PACE =o RC NR 


Oder in Matrizenform mit: 


S21 C14 


Sn Cnt 


p2cl. (1) 


Die Transformationsmatrix ¢ wird spiter noch ausfiihrlich behandelt. Zur Ab- 
leitung des dem Stromsystem /’ entsprechenden Spannungssystem Ex und Impedanz- 
system Z’ werde folgende Uberlegung angestellt. Das gestrichene System / at 5 und Vs 
beschreibt dasselbe Netzwerk wie das urspriingliche System /, £, Z. Die Leistung, 
die aus den gestrichenen und ungestrichenen GroBen errechnet werden kann, muf 
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jeweils dieselbe sein. Sie ist invariant gegeniiber der vorgenommenen Transformation. 


Mit & als konjugiert komplexen Vektor zu € lautet die Formel fiir die gesamte abge- 
gebene Leistung als Summe der Zweigleistungen 


W¥=6,3,+6,9.+... + ©, 3a 


oder in Matrizenform mit 


N=E,/, 


wobei £, den zu E transponierten Vektor bedeutet. (Die Transponierung ist ndtig, 
um die Multiplikationsregel der Matrizen auch fiir Vektoren unveraéndert anwenden 
zu kénnen.) Die abgegebene Leistung der Stromquellen im urspriinglichen System £;/ 


muB gleich der abgegebenen Leistung £, /’ im gestrichenen, transformierten System 
sein, ferner aber auch der durch die Verbraucher des urspriinglichen Systems aufge- 


nommenen Leistung — U, [16 
N=E/= Ef =—U1. { (2) 
Aus dem ersten Teil der Gleichung kann der transformierte Spannungsvektor E’ 
ausgerechnet werden. 
E,/=E/l =E, cl’, 


Eve, &, 
Ex at E,¢, 
E’ =¢,€. (3) 


Die Spannungsabfalle in jedem der Zweige lauten ganz allgemein 
Ue Bri Oro eee Bin dn 


? 


Uy aero =i Bata.ndo a OT tos = San 
oder in Matrizenschreibweise 


wobei 


Q 
an 
Als Richtungsregeln fiir Strome, Spannungen und Spannungsabfalle an Impedanzen 
(Widerstandsoperatoren) werden die von G. Oberdorfer! eingefiihrten verwendet. 
Darnach erganzen sich die Summe der eingepragten Spannungen und der Spannungs- 
abfalle zu Null, wobei die Strome dann positiv gezihlt werden, wenn sie gleiche Richtung 
. Nach B. M. Reed: Matrices, Tensors or Dyadies for Studying Networks. J. appl. Physics 12 
773 (1941). : 
 G. Oberdorfer: Lehrbuch der Elektrotechnik, Bd. I u. II. Oldenbourg. 1939/40. 
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mit den Spannungen haben und fiir die Impedanz 8 die Widerstandsoperatoren 
F 1 

3 = —(R +joD+ Bae gesetzt werden. Fiir die gegenseitige Induktion gilt 

mit den Bezeichnungen nach Abb. 1 die Festlegung, daB die Produkte %, 3,, und 

vz Ziz positiv seien, wenn Richtung 9; mit %, iibereinstimmt. 


Jy Fei 
leiter k 
A hai 
Leiter t 

pik 


Abb. 1. Gegenseitige [Induktion. 


Durch Einsetzen in die Leistungsgleichung erhilt man die Transformationsformel 
fiir die Impedanzmatrix. 


E, l = — Uh, 
E,' =— Ue, 
Ei =— ke, 
B= — 6,0 > —e,Z/ = —e,Zel’, 
= €, Ze: (4) 


Bei gegebener Transformationsmatrix ¢ miissen die Spannungen F und Impe- 
danzen Z nach obigen Gleichungen umgeformt werden, um mit den Strémen /’ Systeme 
unveranderter Leistung zu ergeben. Eine derartige Transformation tritt auf, wenn 
die Zweigstr6me eines Netzwerkes durch die Umlauf- oder Maschenstréme ersetzt 
werden, man also von den Zweiggré8en auf Umlaufgréfen tibergeht. Nach Ermitt- 
lung der Umlaufspannungen und Impedanzen auf Grund obiger Formeln kann das 
System der Umlaufgleichungen 

EB’ =—Z'! 
aufgestellt werden, woraus die unbekannten Umlaufstrome 
VB a vhs —1 E’ 
mit Hilfe des Matrizenkalkiils leicht zu bestimmen sind. Im folgenden wird diese 
Transformation an einem allgemeinen Netz genauer untersucht. 
3 D( 01 : 

In einem Netz mit p Knotenpunkten sind héchstens n = — einfache 
Verbindungen moglich, d. h. das Netz enthalt n Zweige und ebensoviel unbekannte 
Stréme. Ein derartiges Netz soll als vollkommen vermascht bezeichnet werden. 


Falls n < UAC eres) 


Sind zu einem Zweig m zusitzliche parallele Verbindungen vorhanden, die mit 
anderen Zweigen nicht durch gegenseitige Kopplung verbunden sind, so kann durch 
Einfiihrung eines resultierenden Ersatzzweiges statt der m + 1 parallelen Zweige 
ein Netz von einer der beiden obgenannten Arten erzielt werden. Im Falle der gegen- 
seitigen Kopplung der Zweige ist jedoch die allgemeine Methode anzuwenden. 


sind die Netze unvollkommen vermascht. 


2. Vollkommen vermaschte Netze. 


Das allgemeine, vollkommen vermaschte Netz kann man sich aus » Leiterstiicken, 
den Zweigen, die in p Knotenpunkten zusammengeschlossen sind, entstanden denken. 
Jeder Zweig besteht aus Spannungsquelle, Impedanz und gegenseitigen Induktivitaten 
mit den iibrigen Zweigen. Die Zahl der zu einem Zweig parallelen Leiter sei m = 0. 


Die Bestimmungsstiicke des Netzes sind Leiter- oder Zweigstréme, Zweigspannungen 


Ingenieur-Archiv III, 2. 10 
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und Zweigimpedanzen. Die Zweigspannungen und Impedanzen sind gegeben, die 
th = ee unbekannten Zweigstrome werden gesucht. Diese Betrachtung fuhrt 


zur ersten Aussage iiber die Stromverhaltnisse, zur Aufstellung der Knotenpunkts- 
gleichungen nach dem ersten Kirchhoffschen Gesetz. 

Stellt man alle mdglichen Knotenpunktsgleichungen auf, so erhalt man ein 
Gleichungssystem von p Zeilen und je p— 1 Gliedern. Der erste Index des Stromes 
bedeutet den Ausgangs-, der zweite den Endknotenpunkt. 


K. TE bee / asa8 O13 Byceit Pe hs Se = 0, 
IAB acen basen / + Seg te Sen = 9, 
te Ss vor nee / a” = 0, 


KP pe “Setar Mr eee eee ee 
Die Stréme werden besser statt mit den Doppelindizes der Knotenpunkte nach 
den Zweigen von 1 bis n vom niedersten K. P. ausgehend zum nachst héheren fort- 
laufend numeriert. Es ist zu beachten, dai 3,;, = —9,, ist. Damit ergibt sich 
folgendes Schema: 


/ Sy) Ro Sy ode! Spe Bae Hee gee eg end 
sais i a Sp Ri Sp 41 ap Op +2 +... + Sena + San-s = 0 
ae ri Be. / Fen ee ha Dap—1 SS Pe S3p—7 te Oa7—6 =U 
t (5) 
—Npog Sage ee—-7 Senet nis es oae os / & Oe = 0 
To OpRL To ape ee Oop ena ee ee eee Pi Oct on / = 0 ) 


Die Glieder sind mit entgegengesetzten Vorzeichen spiegelbildlich zur Diagonale 
angeordnet. Die i-te Zeile ist gleich der negativen i-ten Spalte, die Summe aller 
p Zeilen ist gleich Null. Streicht man eine beliebige Zeile und addiert die iibrigen p — 1, 
so erhalt man die gestrichene Zeile. Die p Knotenpunktsgleichungen sind nicht un- 
abhangig voneinander, das gesamte Schema liefert nur p — 1 unabhangige Gleichungen 
nach dem ersten Kirchhoffschen Gesetz. 

Zur Bestimmung von n Unbekannten sind demnach noch wu = n — (p — 1) Glei- 
chungen (Umlaufe nach dem zweiten Kirchhoffschen Gesetz) notig. Im vollkommen 
vermaschten Netz ist 
pineal) 


n= 5) 


daher die Zahl der noch nétigen Gleichungen 


4¥=n—p+1= A dese A a 9 (6) 

Die p—1 Knotenpunktsgleichungen gestatten es, »—1 Strdme als abhangige 
Variable durch die n — (p — 1) restlichen, sog. unabhingigen Stréme, die mit ’ ge- 
kennzeichnet sind, auszudriicken. Durch die Art der Aufteilung der n Stréme in 
abhangige und unabhangige ist der weitere Weg der Lésung véllig bestimmt. Ab- 
hangige Strome sind jene, die im Schema der Knotenpunktsgleichungen (5) durch 
die tibrigen Stréme einer einzigen Zeile allein bestimmt werden und in keiner anderen 
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Zeile erscheinen. Da die Stréme im Gesamtschema paarweise in einer Zeile und der 
zugeordneten Spalte auftreten, sind jene Strome abhangige Variable, die in der Spalte 
stehen, deren zugeordnete Zeile als tiberzahlige p-te nicht herangezogen wird. 


Ks ist zweckmaBig, die jeweils letzten Glieder einer Zeile, also die Stroéme 3, _,, 
S2n—-3 bis S,, als abhangige Variable durch die tibrigen Stréme dieser Zeile auszu- 
driicken, so daB nur die ersten p — 1 Zeilen zur Auflésung verwendet werden. Die 
Teilung der Variablen in unabhangige und abhangige geht dann ganz einfach so vor 
sich, daB man die Stréme, von 9, beginnend, so lange fortlaufend als unabhangige 
Variable klassifiziert, bis die erste Knotenpunktsgleichung eine abhangige Variable 
auszudriicken gestattet und in diesem Sinne Zeile fiir Zeile fortfahrt, bis das ganze 
Schema bis %, in der folgenden Art angeschrieben ist: 


len —_ n~ 
Sd ease U1 
for uy oe? 
de at U2 
ie x , 
Sno = Yp—2 
fa ~~ ? eo 4 , ~w jd 
Reh See AST aS TiN) p= 9 
x ar 
Sp — Sp 
& a Cw fe 
werk = Sp +1 
fa" ley 
J2p-—4 S2p—4 
& or oa on ’ Be , 
won — 3 = aS1 NM cee DP A Geka S20 —-4 
lod I 
roe e 
S2p—2 S2p—2 
Cw , Cw , ey , lo , 
Sn = Sp —2 ideo la “tT Seeeg wae Ones 


Die Stréme 3, bis $, sind durch die Stréme 9’ ausgedriickt, das System / also in 
das System /’ transformiert, d. h. ZweiggréBen durch Umlaufgréfen dargestellt. 
In Matrizenschreibweise lautet diese Transformation 
lf=er!', 
wobei die Transformationsmatrix ¢ nur aus den Elementen 0, + 1, —1 besteht. Der 
gesetzmaBige Aufbau der Matrix (7) ist leicht erkennbar. Eine einfache Kontroll- 
méglichkeit bietet das dreimalige Auftreten eines jeden unabhangigen Stromes in 
der betreffenden Spalte mit den wechselnden Vorzeichen + — +. Jeder unabhangige 
Strom ist einmal in der Definitionsgleichung enthalten, ferner noch je einmal in zwei 
Knotenpunktsgleichungen an zwei zur Diagonale symmetrischen Platzen mit ent: 
gegengesetztem Vorzeichen. Die Spalten bedeuten die unabhangigen Stréme ft : 
3. bis 9,-9, die Zeilen die abhingigen Stréme 9, bis 9,, die Indizes 1 bis n 
geben die Leiter an, in welchen die Stréme flieBen. Man kann dem Schema (7) also 
auch entnehmen, welchen Weg die unabhangigen Stréme nehmen. Der Strom 9, 
z. B. durchlauft die Leiter 1, p—1, 2p—3 und sonst keine, 9%,’ 2, p—l, 
3 p— 6 usw. Die Bahnen der unabhangigen Stréme sind also Maschen, die nur aus 
jeweils drei Leitern bestehen. In anderen Leitern treten die Stréme nicht auf. _Der 
Leiter mit der gleichen Ordnungszahl wie der unabhangige Strom fiihrt nur diesen 
10* 
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allein, in den beiden anderen Leitern der Maschen flieBen yp — 2 unabhangige Strome, 
die sich zu einem abhangigen erganzen. In Masche 1 z. B. fithrt der Leiter 1 den 
Strom 9%,’ allein, der Leiter » —1 die Strome 9,’ bis $,_2’, der Leiter 2 » — 3 den 
Strom 91’, ferner §,’ bis 92,_4’. Das Netz ist also aufgebaut aus einer Anzahl 
dreiseitiger Maschen, die nur von den jeweiligen unabhangigen Strémen durchflossen 


9’ 
a 
9’ 


Q 
NA 


2p—4 
2p — 2’ 
2p—V 
3p 
n 


n 
+- oe 
aul 


i[ 
De 
P 
p 
p Enke 


2 ae dl 


je +1 


p+ 2 Se 


2p— 3/41 —]}--l|—1].-.-}|—1 


n fed Hees Se i ate Tea 


werden. Jene Leiter, die abhingige Stréme fiihren, geh6ren dann mehreren Maschen 
an, die Resultierende der freien Stréme ist der jeweilige abhangige Leiterstrom. Das 
Netz kann man sich dann so entstanden denken, da8 lose, von Kreisstromen durch- 
flossene Maschen zu dem betreffenden Netz aneinandergereiht wurden. Diese Maschen 
sind nichts anderes als die von Maxwell eingefiihrten sog. Maxwellschen Zyklen, 
die Stréme die sog. Umlauf- oder Maschenstroéme. Es gibt ebensoviel Maschen wie 
unabhangige Stréme, also n —p +1. Infolge der Verwendung der » — 1 Knoten- 


punktsgleichungen ist der p-te Knotenpunkt besonders ausgezeichnet, denn er fiihrt 
nur abhangige Stréme. 
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Die Transformationsgleichung /= cc /' verkniipft die beiden gedachten oe 
Entstehungsarten des Netzes, nimlich Verbindung von p Knotenpunkt ome 
durch n Leiter bzw. Aneinanderreihung von n — p + 1 losen geschlossenen |—%2 


Maschen und lait beide Betrachtungsarten als verschiedene Lesarten oder 
Auslegungen einer mathematischen Gesetzmafigkeit, d.i. / = ¢/’ erscheinen. 

Die Maschenzahl kann auch aus den geometrischen Netzeigenschaften 
abgeleitet werden. Uber jeden Zweig kénnen zu den noch freien Knoten- 
punkten p — 2 Dreiecke errichtet werden. Als mehr- 
fache Grundlinien dieser Maschendreiecke kommen nur 
jene Leiter in Betracht, die abhangige Stréme fiihren, 
also p — 1. Sie gehen alle vom p-ten Knotenpunkt aus. 
Demnach gibt es (p— 1): (p— 2) Dreiecke, wovon 
noch die Halfte zu nehmen ist, da jedes Dreieck zwei 
mehrfache Seiten enthalt. Die Maschenzahl ist somit 
(p —1) (p — 2) 


: » 


= 


Ce 
1 


ees ees ape 
Die ibrigen Leiter, d.s. »—(p—1) = 4 “P - ay sind von un- 
abhangigen Strémen durchflossen, zu deren Bestimmung ebensoviel Um- 
laufe nach dem zweiten Kirchhoffschen Gesetz gebildet werden kénnen. 

Der Vorgang sei noch einmal kurz zusammengefaBt. Von den n = 


er Bee hes’ Unbekannten sind die » — 1 sog. abhangigen Stréme durch die 


p—l1 ‘Knotenpunktsgleichungen in der Schreibweise der Transformation Sn-2 
(p— 1) (p —2) 

2 
unabhangigen Stréme geschieht durch Aufstellung und Lésung der Umlaufgleichungen 


E’ = — Z' I’ aus den Jae Et fall Maschen. Diese mit Strich bezeichneten Stréme, 


die unabhangigen Variablen des Problems, sind die Maschen- oder Umlaufstréme 
nach Maxwell (Maxwellsche Zyklen), die mit den Zweigstrémen durch die Trans- 
formation /=c¢/’ zusammenhangen. 


/= cl’ eliminiert worden, die Berechnung der verbleibenden 


Zur Aufstellung der Umlaufgleichungen sind die weiteren UmlaufgréBen E’ und Z’ 
nétig. Diese werden unter Anwendung der Transformationsmatrix ¢ aus Gl. (1) 
nach den Formeln (2) und (3) ermittelt. 


Die Transformation fiihrt ohne weitere Anwendung elektrischer Regeln von 
Zweig- auf UmlaufgréBen. Im vorliegenden Fall wird mit 


Is 


— wobei die Richtung der Spannung positiv gezihlt wird, wenn sie mit der Strom- 
richtung gleich ist — 
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Die Zeilen bedeuten die Summe der Spannungen der zu Maschen zusammengefiigten 
Zweige. Unter der Annahme keiner gegenseitigen Induktivitaten wird aus 


Bp~1 


Ci Bipot aps 


Die Elemente dieser Matrix sind symmetrisch zur Diagonale. Damit sind nun alle 
Bestimmungsstiicke der Umlaufgleichungen 


BE’ =—Z'/' 
gegeben. Die Auflésung liefert die gesuchten Umlaufstréme 
I’ =—Z'E’, 
woraus die Zweigstréme mit der Transformation 
l=cecf 


ermittelt werden. Da meist nicht alle Stellen der Matrix E’ besetzt sind, eriibrigt 
sich oft das Ausrechnen sémtlicher Elemente von Z’~?. 
Den ganzen Berechnungsvorgang kann man in der Formel 


/= —e[(e,Ze)"* (¢, E)] (8) 


zusammenfassen, wobei die Klammern von innen heraus aufzulésen sind. 
Zur Verdeutlichung seien die eben allgemein behandelten Verhaltnisse an einem 
vollkommen vermaschten Netz mit » = 6 Knotenpunkten ohne Parallelschaltungen 


(m = 0) dargestellt. Die Zahl der unbekannten Stréme ist n = bd seas s= 45; 


Numeriert man die Knotenpunkte fortlaufend von I bis VI und die Str6me vom 
niedersten Knotenpunkt ausgehend zum nachst héheren und so fort (Abb. 2), erhalt 
man folgendes Schema der Knotenpunktsgleichungen: 


i to asa oh esse noe eee 
LES een | We ob Se bods bindey = 9 
ee { +o + 3n + dn = 0, 
‘4s OR aS ES dn { +313 + Su = 0 
Ve Se nae / +Sis = 0 
VI; —s— de Sua — us / =0 


Abb. 2. Vollkommen ver- Zur Kontrolle wird gepriift, ob die Summe aller Zeilen Null 
maschtes Netz mit p—6. ergibt und die Glieder mit entgegengesetztem Vorzeichen 
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spiegelbildlich zur Diagonale angeordnet sind. Die p — 1 = 5 Stréme 95, 39, Sia Sas 


und $,; sind abhingige Variable, die restlichen <2 — — =F) 40 Stréme, und zwar 


Sp Se Sa Sa de So Vs Vio Sir diz, sind unabhingig. 

Zur Aufstellung der Transformationsgleichungen werden die Strdme solange 
fortlaufend von 3, beginnend der Reihe nach als unabhangige Variable festgelegt, 
bis sich durch die erste Knotenpunktsgleichung eine abhangige Variable ausdriicken 
1aBt. Dies wird fortgesetzt, bis alle Stréme aufgeteilt sind. 


<1 oa v1 

Se = ar 

vs = vs. 

Sa = aay 

Os Pe ee OE: =e) Se a oe a va 

“6 a ve. 

w= vr 

Os = Se. 

v9 = + ay = as oe ia: 07 vs. 

310 om S10 

Su = Se 

Sie =o = Ry a i Oe fica S10. i Su 

Sis = asa 
Sua <= =i Js. a Or aye S10. an S13. 
Sis = ss ar a Js. ss nl a S13. 


Die Kontrolle, daB die unabhangigen Stréme in den einzelnen Spalten dreimal 
mit wechselndem Vorzeichen erscheinen, sowie die tibrige GesetzmaBigkeit des Aufbaues 
schranken die Irrtumsmdéglichkeit sehr ein. 


Zur Verdeutlichung sei der Weg aller Stréme und 
dadurch die einzelnen Maschen, aus denen man sich 
das Netz entstanden denken kann, in Abb. 3 ge- 
zeichnet. Der Strom 9,’ flieBt im Zweig 1, 5, 9 und 
sonst nirgends, 3, in 2, 5, 12 usw. Die Leiter 
gleicher Ordnungszahl wie die unabhangigen Stroéme 
sind nur von diesen durchflossen. Die iibrigen fiihren 
die abhangigen Stréme, die sich aus den unabhangigen 
zusammensetzen. 


Diese fiinf abhangigen Stréme 5, 9, 12, 14 und 
15 gehen alle von dem Knotenpunkt VI aus. Ihre 
Leiter sind die aneinanderstoBenden Seiten der 
Maschen. Da man von der Verbindung zweier Abb. 3. Netzaufbau aus Maschen. 
Knotenpunkte als Basis nur noch p— 2 Dreiecke 
zu den p— 2 Knotenpunkten als Spitze ziehen kann, ist die Zahl der zusammen- 
fallenden Maschenseiten p— 2 = 4. Insgesamt gibt es p — 1 = 5 solcher vielfacher 


Basen, d. h. eet aL — 10 Maschen. Somit zerfallt das Netz in zehn einzelne 


Maschen, deren Strime, die Umlaufstréme, aus den Umlaufspannungen und Umlauf- 
impedanzen nach dem Verfahren der Matrizenrechnung aus zehn Umlaufgleichungen 
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bestimmt werden kénnen. Die Transformationsmatrix, abgeleitet aus den Trans- 
formationsgleichungen, lautet: 


ee ee Reales a Ue lets 
| 21 nol ale; Seana aan ae 
2 AT 
3 1 | 
4 BG, 
5 1 1 1 1 
6 Ey 
7 Ay 
7g te +1 | 
ee i 1 =a 
10 | Se Sil 
ll }+1 
12 se a4 == 4. lia 
13 | | | 
14 oa +1 +1} Lae 
15 Kray eT {toes teas 


Nach Formel (8) kénnen sodann die einzelnen Leiterstréme berechnet werden. 


Bezeichnet AU; die Spannungsdifferenz der Knotenpunkte des Zweiges 7, die in 
der Richtung $; positiv gezahlt wird, so gilt fiir Zweig 7 mit den entsprechenden Vor- 
zeichen der Kopplungen: 


AU, = ©; + Bir Si + Bia Be +. -- BH Bia +--+. Ben Sa- 
Der Ausdruck zur Gewinnung der Spannungsverteilung lautet somit allgemein 
AU=E+ ZI. 


3. Unvollkommen vermaschte Netze, mehrfach parallele Zweige und 
resultierende Netzimpedanz. 


Unvollkommen vermaschte Netze kann man aus vollkommen vermaschten Netz- 
werken durch Wegnahme von Leitern und damit verbundenem Nullwerden der ent- 
sprechenden Leiterstréme entstanden denken. Verschwindet derart aus dem gedachten 
Ursprungsnetz eine unabhangige Veranderliche, z. B. im allgemeinen Fall 3,_.’ oder 
ahnliche, bleibt das ganze Schema bis auf Entfall einer dreiseitigen Masche unverandert. 
Entfallt eine abhangige Variable, z. B. ,_, so wird an ihrer Stelle eine unabhangige 
Veranderliche zur Abhaingigen. In diesem Falle ist 


, / C 
iece ae sw Ba oan eS geee 
Dies ist auch fiir 3,» in der letzten Zeile einzusetzen. Somit erscheinen die Stréme 9’, 
%e',---Sp—-3 Im Schema viermal, das bedeutet, dai »—3 Maschen 4 Seiten be- 


sitzen. Jedes neuerliche Auftreten eines unabhaingigen Stromes im Transformations- 
gleichungsschema ist gleichbedeutend mit der Erhéhung der Seitenanzahl der ent- 
sprechenden Masche um eine. 

In einem Netz von p Knotenpunkten seien zu einem oder mehreren Leitern noch 
insgesamt weitere m parallele Verbindungen zusatzlich angeordnet. Die Zahl der 
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Knotenpunktsgleichungen und der abhangigen Variablen bleibt unverandert, die 
unabhangigen Variablen und die Umlaufe erhéhen sich auf n — p + 1+ m. Erhalt 
der Leiter p, der den unabhangigen Strom §, fiihrt, m Parallelwege, so erscheinen 
im Schema (5) m weitere unabhingige Veranderliche, denen m dreiseitige Maschen 
entsprechen. Kine Seite davon ist der jeweilige neue Strompfad, die beiden anderen 
bleiben dieselben wie fiir den Strom 9,, d. s. die Seiten 2p —3 und 3 p—6. Im 
Fall ein Leiter eines abhingigen Stromes Parallelwege erhilt, z. B. der Leiter 2 p — 3, 
werden Maschen gebildet, die nur aus zwei Seiten bestehen, denn die p-te Zeile, die 
den Strom 9,,-3; noch enthalt und das dritte Auftreten des Stromes im Transfor- 
mationsschema, somit die dritte Seite, bedeuten wiirde, wird nicht verwendet. Wenn 
keine gegenseitigen Kopplungen der Zweige untereinander auftreten, kénnen die 
m + 1 parallelen Leiter als eine nach auBen abgeschlossene Einheit betrachtet und 
durch einen einzigen Leiter mit resultierender Impedanz und Spannung ersetzt werden. 

Obige Uberlegungen dienen nur zum Verstiindnis des Netzaufbaues und sind zur 
Lésung eines gegebenen Falles nicht nétig. Die Zweige und Stréme werden ohne 
Riicksicht auf das gedachte vollkommene Netz von einem gewahlten Knotenpunkt 
ausgehend fortlaufend numeriert und die Lésung nach Aufstellung der Transfor- 
mationsmatrix nach Formel (8) gefunden. 

Zur Berechnung des KurzschluBstromes in der Fehlerstelle eines Netzes nach dem 
Helmholtzschen Prinzip der Ersatzspannungsquelle gemaéB Abschnitt I bendtigt 
man die Spannung ly, zwischen den Punkten A und B vor AnschluB des Fehler- 
widerstandes 4,, genannt Fehlerortspannung Uy, und den inneren Widerstand des 
Netzes 34, von AB aus ermittelt, das ist die resultierende Netzimpedanz 3,. 

Denkt man sich das Netz, dessen resultierende Netzimpedanz gesucht ist, an 
der Fehlerstelle von einer widerstandslosen Spannungsquelle gespeist, so ist, wenn 
alle iibrigen Spannungsquellen gleich Null angenommen werden, der Quotient aus 
Spannung und auftretendem Strom die gesuchte Impedanz. Fiir die Auflésung des 
um eine widerstandslose Verbindung erweiterten Netzes nach dem behandelten Ver- 
fahren bedeutet dies, daB nur der Strom des einen Zweiges unter dem Einflu8 einer 
Spannung gesucht ist. Gibt man bei der neuerlichen Numerierung der Zweige des 
erweiterten Netzes dem Fehlerzweig die Nummer 1, so sind unabhangig vom sonstigen 
Aufbau der Transformationsmatrix die transformierte Zweigspannung und Zweig- 
strom gleich den urspriinglichen GroBen (C,’ = G&, 9,’ = 31). Von der reziproken 
Impedanzmatrix interessiert dann nur das erste Element der ersten Zeile. Dieses ist 
nach dem Entwicklungssatz 


& 1 cea Ry nes Adj (¢,Zc); =< 1 
‘ a By eS Cc,’ &, Det. (¢,Zc) BN j 
Also ist % 
3,7 = _ Det. (¢; Ze) (9) 
ee PCT 


wenn, wie vorausgesetzt, bei der Bestimmung von e des um den Fehlerzweig ver- 
mehrten urspriinglichen Netzes dieser mit 1 numeriert wird. Die Impedanzen mit 
den urspriinglichen Indizes miissen natiirlich entsprechend der neuen Zweig- 
numerierung in die neue Impedanzmatrix eingesetzt werden. Der KurzschluBfehler- 
strom ergibt sich hierauf aus Gl. (10): 
PA et (10) 
aon ae ee 
Zur Auflésung symmetrisch belasteter oder dreipolig symmetrisch kurzgeschlossener 
Drehstromnetze reicht die bisherige einphasige Behandlung aus. Der Berechnung 
unsymmetrischer Fehler in Drehstromnetzen in den folgenden Abschnitten wird 
zunachst die Matrizenschreibweise der symmetrischen Komponenten vorausgeschickt. 
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III. Die Transformation in symmetrische Komponenten. 


Als Darstellungsform der unsymmetrischen Stréme und Spannungen in Drei- 
phasensystemen wird allgemein die der symmetrischen Komponenten verwendet.1® 1° 
Darnach faBt man die unsymmetrischen Phasenstréme 9g, Sy und Jp als aus drei 
symmetrischen Systemen, dem Nullsystem, bestehend aus drei gleichartigen Strémen, 
von denen jeder in einer Phase flie8t, dem symmetrischen Mitsystem mit der Phasen- _ 
folge RST und dem symmetrischen Gegensystem der Folge R7'S, zusammengesetzt 
auf. Die Systeme werden durch ihren jeweiligen Phasenstrom in der Phase R mit 
So Sa und Sg gekennzeichnet. Also gilt 


UR = oR + SMR + SER 
vs = Sos + dus + Sas, 
v7 = Sor+ dur t+ Ser 
und mit obiger Festlegung 
ASR = Oe nae oe ean 
US =Sot Sut Sa, (1la) 
ST = Sot 45u t+ @ Sea, 
wenn @ = — > 4 is V3, d. i. eine Drehung um 120° und @ = is V3, 


d.i. eine Drehung um 240° bedeutet. 


Dieses Gleichungstripel stellt wieder eine Transformation dar, die als Matrizen- 
gleichung mit der Matrix der symmetrischen Stréme /, und der Transformations- 
matrix ¢, wie folgt lautet: 


l=, lh, . (11) 


Die transponierte Matrix ¢.; ist infolge Symmetrie zur Diagonalen der urspriing- 
lichen Matrix ec gleich. Daraus erhilt man das System der symmetrischen Stréme 


I, =cs7 11 (12) 
mit 
ecg 
Zu ; 
Ryn = Ry (Sr aE Ss st Sr) 
1 Oo ~ 
Su => (Sek + aSs + @ 37), (12a) 
i 
OG = 3 (Sr + @ 3s +a Sz). | 


Definitionsgemi8 gilt auch fiir die Spannungen eine analoge Zusammensetzung : 


Ur=U+ Uv+ Ug, 
Us =U, t+ta@vuyt+a Ug, (13 a) 
Up = Uy + @ Uy “+ a Ug. 


8 G. Oberdorfer: Das Rechnen mit symmetrischen Komponenten. Teubner. 1929. 
% F. Zimmermann: Drehstrom-Unsymmetrie-Probleme in Matrizendarstellung. Arch. 
Elektrotechn. 38, 131 (1944). 
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Dies schreibt sich mit 


Up Uy 
U=| Us |, Us =| Uy |, 
i ise 
U = Co U,, (13) 
woraus sich die Umkehrung ergibt: 
ae ate | A (14) 
1 
Uo =n t+ Us+ Un), | 
Uy = (Ur + alls + a? Up), (14a) 
Ug =+ (Uz + ats +a Up). | 


Die Transformationsformel fiir die Impedanzmatrix des symmetrierten Systems wird 
wie folgt gefunden: 


U=—Z/ und Uz=—Zk, 
Co U; —= —L Ce 1 Be 
U; = —«a,-1 Zz hos Cau = + c= a Bs 
Daher: ; 
£; =-3 Cot 7 ohne (15) 


Mit den Formeln (11) bis (15) ist der Ubergang von PhasengréBen auf symmetrierte 
GréBen und umgekehrt leicht ausfiihrbar. Diese Transformation ist wesentlich fiir 
die Lésung der in den folgenden Kapiteln behandelten Probleme. 


IV. Elektrische Netze mit einer Unsymmetriefehlerstelle. 
1. Allgemeines. 


Die Verhaltnisse in unsymmetrisch belasteten Drehstromnetzen sind gegeniiber 
den Problemen des Einphasennetzes wesentlich komplizierter, da die GréBen dreier 
Systeme, des Null-, Mit- und Gegensystems, die resultierende Strom- und Spannungs- 
verteilung bestimmen. Die Verbindung der Systeme untereinander ist von der Un- 
symmetrieart abhangig und soll wieder als Transformation in Form von Matrizen- 
gleichungen ausgedriickt werden. Die Transformationsmatrix kann aber nicht wie 
bisher aus den Knotenpunktsgleichungen eines tatsichlich vorhandenen Netzes ab- 
geleitet werden, sondern ist durch physikalische Bedingungen der Fehlerstelle gegeben. 

Zunachst miissen noch einige grundlegende Uberlegungen iiber den Lésungsvorgang 
angestellt werden. 

Der unsymmetrische Fehlerstrom der Fehlerstelle lat sich nach bekannter Art 
in seine symmetrischen Komponenten zerlegen. Diese Komponenten treten an der 
Fehlerstelle in das vorhandene tatsichliche Netz ein und erzeugen definitionsgema8 
in dessen Zweigen nur Spannungsabfille mit Impedanzen des gleichen Systems. Voraus- 
gesetzt ist, daB die Netze selbst, was praktisch auch der Wirklichkeit entspricht, 
symmetrisch sind, das bedeutet untereinander gleiche Phasenimpedanzen und nur 
Diagonalglieder in der Matrix der symmetrischen Impedanzen: 

31.0 


Zoco=— lim 


sig 
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In jedem Zweig i mit der eingepragten Spannung U,, der Impedanz 3; und der 
Knotenpunktspannungsdifferenz AU, gilt unabhangig voneinander fiir jedes System 


[U,; + 3:3, = AU, Jo, m, @ 
oder in Matrizenform 
U;. ae hale = AU; «. 

Es ist daher so, als ob statt des gegebenen Netzwerkes drei Netze fiir jedes System 
getrennt vorhanden waren, in welche jeweils der Null-, Mit- und Gegenstrom, die 
Bestandteile des vorlaufig noch unbekannten Fehlerstromes eintreten. Die Matrizen- 
gleichungen schreiben die fiir alle drei Netzwerke gleich geltenden Aussagen zusammen- 
gefaBt an. Nun wird vom Helmholtzschen Satz von der Ersatzspannungsquelle 
Gebrauch gemacht: 

In jedem Zweig ¢ flie8t unter dem Einflu8 der herrschenden eingepragten Spannun- 
gen ein Ausgleichstrom /,,,, dem sich nach dem Superpositionsprinzip bei Fehler- 
eintritt der Zweigstrom des Fehlerstromes /,,, einfach tiberlagert. Bei Durchlaufen 
des Netzes von der Fehlerstelle auf irgendeinem Weg, z. B. durch die Zweige k bis r 


—— 


Zig  “iaolifo 


Uig- 


Abb. 4. Netz mit einer Feblerstelle. 


zuriick zur Fehlerstelle (vgl. Abb. 4), mu der eintretende Fehlerstrom folgende 
Spannungen und Spannungsabfalle ttberwinden: 


‘ 
AU —— [Uso ais hte ee) ee 


Die Summe dieser Spannungen ist die an der Fehlerstelle wahrend des Fehlers 
herrschende Spannung U;,,. Analog zum Einphasennetz kann obige Zeile angeschrieben 


werden: * 


A 
Ure = Di (Ui + Zaha) ae ya tia hve 
oder rae 


—— — Sn ee 3D 


f Ure == Une op ae LN GlRes (16) 
d.i. ausfiihrlich mit 


9) e 
Up 0 0 V0 SR 0 
Up a) =| Una} + Su RYonvae 
Ung 0 Bq ORG 


Uo ist wieder die Netzfehlerortspannung, kurz ,,Netzspannung“, d. i. die Spannung, 
die vor Fehlereintritt an der Fehlerstelle herrscht und sich durch Auflésung des Netz- 
werkes auf Grund der eingeprigten Spannungen und der Spannungsabfalle der 
Ausgleichsstréme ergibt. Der zweite Ausdruck erklirt die ,,resultierende Netz- 
impedanz‘‘ Zy, als eine ErsatzgréBe, an der der Gesamtfehlerstrom In~ denselben 
Spannungsabfall erzeugt, der beim Durchlaufen der einzelnen Zweige durch die Teil- 
fehlerstréme entstehen wiirde, wobei die eingepragten Spannungen gleich Null zu 
setzen sind. Zy, ist also die resultierende Gesamtimpedanz des gleichsam an die 
Fehlerstelle angeschlossenen Netzes, gemessen oder gerechnet von dieser Stelle aus. 
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Wiirde man sich die einzelnen Systemnetzwerke an der Fehlerstelle einzeln wider- 
standslos kurzgeschlossen denken, U,,= 0, so ware der Kurzschlu8fehlerstrom lie 
nach dem Helmholtzschen Satz von der Ersatzspannungsquelle allein durch diese 
zwei GréBen bestimmt. 

Ik o = — Zyo7} Urnas 


Die Verteilung der Teilstréme von /K° und /,, in den Netzwerken ist analog. 
Von dieser Uberlegung wird bei der Berechnung der Zweigfehlerstréme Gebrauch 
gemacht. 


Nach Gl. (16) sind die Systemnetze mit | Uy 9 | tm | ©)ttye-8 
ihren Impedanzen und Spannungsquellen, vom 


Fehlerort aus gesehen, zu je einer Ersatz- Io dm Js 
spannungsquelle von der GréBe der Netz- S. 9, Z, 
spannung an der zukiinftigen Fehlerstelle und ps a8 
einer Ersatznetzimpedanz, der von der Fehler- Abb. 5. Netzelemente. 


stelle aus bestimmten resultierenden Netz- 

impedanz, degeneriert. Der in jedes System eintretende, noch zu bestimmende Fehler- 
strom Sro, Jry und yg findet also jeweils ee Spannungsquelle und eine Impedanz 
vor, somit wird je ein Zweig laut Abb. 5 gebildet. 


Zwischen den Strémen Ypro, Sry, Srq bestehen nun je nach Fehlerart bestimmte 
UFO VFM> UFE 
Zusammenhiange physikalischer Natur, die sich in folgender Form schreiben lassen: 


Iho = Cr | Pa (17) 


Diese Transformation ’ kann physikalisch als eine Zusammenschaltung der drei Zweige 
(Netzelemente) nach Abb. 5 zu bestimmten Maschen gedeutet werden, so da8 dann 
Gl. (17) als Knotenpunktsgleichung im Sinne der Gl. (1) gedacht werden kann. Diese 
Auffassung wird im letzten Abschnitt nochmals kurz behandelt, da sie sich zur Auf- 
stellung von Ersatzschaltbildern als eine Art graphischer Rechnungsvorschrift eignet. 


Die abgegebene Leistung der drei ,,Zweige“ ist gleich der abgegebenen der 
,,.Maschen‘‘, die verbrauchte der ,,Zweige“ gleich der der ,,Maschen‘‘ 


Uxostpo = Unct Ino’, — (Zya lps): tec = — (Zuo! Iya’); bea’. 
Daraus folgen analog (3) und (4) die Transformationsgleichungen: 
Uy = Crt Uno, (18) 
Zyo = Crt Zyo Cr. (19) 


Setzt man die Beziehung (17) in Gl. (16) ein, und multipliziert ,,links‘‘ mit ¢e,,, er- 
halt man 


oder mit (18) und (19) 


= — <<) / 
Cr, Upc = Cp: Uys + Crt Zyo erly 


Ups = Uys + Zyo Ipc. 
Fiihrt man analog die nach (15) symmetrierte Matrix der Fehlerwiderstande in der 
Fehlerstelle 


ee ‘, Ss E : 
5a = Cpe 2na Cy Crist 2K Ce Cr (20) 


ein, so wird gemaB Ersatzschaltbild 6 Ui» OI 
Uns = ZRo lino =a) 
und schlieBlich die gesuchte Fehlerstrommatrix 


Ipo = —(Zyc + zro)7* Une (21) Abb. 6. Ersatzschaltbild. 
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Unter Verwendung der Gl. (17) bis (20) kann man schlieBlich den ganzen Be- 
rechnungsgang zur Gewinnung der Stromsysteme /,, in der unsymmetrischen Fehler- 
stelle eines Drehstromnetzes durch die der Gl. (8) bei Einphasennetzen analogen Formel 


Dine 
Cri Uy o| (22) 


a i= uae 
lpo = — Cp (are Zyo Cr + 3 Crt Cot ZF Co cr! 


zusammenfassen. Nach Ermittlung von ep, Zy,, Zz, und Vy, wird (22) schrittweise 
von innen heraus aufgelést. Die so ermittelten Fehlerstromsysteme treten an der 
Fehlerstelle in das entsprechende Netzwerk ein und verteilen sich, wobei die eingepragten 
Spannungen gleich Null zu denken sind, nach den Kirchhoffschen Gesetzen. Dartiber 
lagert sich noch die vom Fehler unberiihrte Verteilung der Ausgleichsstréme. Die 
Stromsysteme sind nun in jedem Netzzweig bekannt, durch Entsymmetrieren erhalt 
man die Leiterstréme. Das Problem ist somit gelést. Nun ist noch fiir jede einzelne 
Fehlerart die von der Netzgestalt unabhangige Transformationsmatrix ¢, der Gl. (17) 
zu ermitteln. 


2. Der einpolige Erdschlu8 in Phase R. 


Die symmetrischen Komponenten des Stromes in der Fehlerstelle — ErdschluB 
der Phase R iiber den Widerstand 3, (Abb. 7) — werden nach Gl. (12) ermittelt. 
Der Fehlerstrom der Phase F# ist 3,, die Stréme S und 7’ sind Null. 


R 


N& 


0 
Abb. 7. Einpoliger Erdschlu8. 


dro : 1} 1]1 | 8p OF 
ra i 

Ipo = OFM pet Ip = ey il a = 3 OF 
FG ll@la 0 OR 


Die Komponenten des Fehlerstromes sind voneinander abhangig, sie lassen sich durch 
unabhangige GréBen, die mit ’ bezeichnet sind, gemaS der folgenden allgemeinen 
Transformationsformel ausdriicken: 


lod a 
SFO CH, SFO 
Sru|= ¢ Cr, | Sru 
UF M, Cr, |SFrG@ 
en 
/, 
lic = Crlyre . (17) 


Im vorliegenden Fall ist die Mitkomponente gleich der Gegenkomponente gleich der 
Nullkomponente, also: 


Daraus ergibt sich 
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als eine reine Zahl und 


Die transformierte Netzimpedanz kann nun berechnet werden [GI. (19)]. 


chs 1lolo 
eng = Gr: onc Cr = 0. 0! O 1 0 re 
“Ololo Ba ¥160|0 


Zye = 35+ But Be 


ist eine reine Zahl. 


Die allgemeine Widerstandsmatrix einer dreiphasigen Belastung mit beliebigen 
Phasenimpedanzen und Gegeninduktivititen und einer Sternpunktsimpedanz 3, 
lautet auf Grund der Spannungsgleichungen 

Urn + grr dr t+ irs ds + grvSr + 3z Sez = 9, 
Us + sr dr + sss Ss + ter dr + jz dz = 0, 


Up + grea tirs Ss t3rr Sr + jz Sn = 0. 


tro Tv 3B 
Zz 397 tp . 
spr ézn | tos ttn | tort bz 


Ist nur ein Widerstand 3, in Phase R vorhanden, so hei&t also die Matrix der Fehler- 
impedanzen 


Die transformierte Fehlermatrix ist wieder eine reine Zahl. 


, i 
Zre = 3 (Crt Got) Zr (Co Cr), (20) 
31010 370] 0 
Cri Cor = 01010, Coer= 0/010, 
=p) 0) 0 0; 0] 0 
Zea -=.3 iy: 
Somit ist 
Zyo' + zpoe = 80 + Bu + Ba + 3847 =D'8 

und 


u 
Bot 8y+ Bet 33p_ 


Die nach (1 8) transformierte Netzspannung 


i Fl Ya) he E 0 
Uy = Cr: Uno= 0)0/0 |Uvu| = Uy 
Oo; 0] 0 0 


ist ebenfalls eine reine Zahl. Die gesuchte Fehlerstrommatrix wird nach (21) 


, , , Uy 
Ino = — (Zyo +Zre )? Un peep SOs NE 


(Zy 0 Ea Zo) * ee 


160 F. Zimmermann: 


und endlich nach (17) 1 We 
Bo t+ But Bet 3 bp 
1} 01] 0 1 
fro = 1) 0/0 lipo = — 20+ But Bat 33r Uy |. (24) 
1}, 0] 0 le Oa eay 
Uy 


80+ But 3g 3 br 


Dies ist die ausgewertete Gl. (22) und stellt allgemein die Komponenten des 
Stromes in der Fehlerstelle eines beliebigen Netzes bei Erdschlu8 in Phase R& dar. 
Die Spannungen am Fehlerort sind nach (16) 


Upc = Uno + Lye Ipo, 
d. i. eingesetzt 


ee Bo Uy tt oe Sern ly 
Bo Bu Be + 3 ap Bo + But Bet 3 3p 
Bu Bo + Be ap OS aR 
a Uivbet= a U 
Uro= Uy Bo + But Bat Bop Wal ies Bot+ Bu t+ Bat 3 bp ab 
mee lig mee Ve 


Bot+ But Bat 3ap — Bot But Bet Bip 


Uppy ist die treibende Spannung im Netz-Nullschema, d. h. die Spannung in der 
Fehlerstelle, also die Spannung zwischen Erde und dem Schwerpunkt des Spannungs- 
dreiecks an der Fehlerstelle, somit die Verlagerungsspannung %,. Die Formel (13) 
fir das Entsymmetrieren liefert demnach die Leitererdspannungen Bpp, Syp, Brz- 


3 3— 
Bo (a? —1) + Bg (a? —<a) + 3a® gal 


Bo (a— 1) + Bgla— a?) + 3a oF 


ie 


—— Gop Nips == palais 
Vp = 3 C54! Up Bo + Bu + Ba + 3 bp 


3. Der zweipolige KurzschluB. 


Zwischen den Phasen S und 7’ sei ein Kurzschlu8 mit dem Lichtbogenwiderstand 3, 
nach Abb. 8 eingetreten. Der Lésungsvorgang entspricht dem des vorigen Abschnittes 
vollig. SSS ee 


o—__—————_ 8 


et r 
Ip, lio Ve a 


——| 


Zr, ZPo> 3F- 
Abb. 8. Zweipoliger Kurzschluf. 


= 

.|- 
= 
oO 


OPM] = ¢. ‘fp=z fa, a@ | or == (a — a*) Spl, 
l|a|a |—A‘Sp (a? — a) Sp 
0 0; 010 0 
=|. Seu’ |= of 10. (Sra l= crine, 
Seal total fea 
0 0}; 0] 0 


Ino =|Sru} Cr= O0jJ1]0. (25) 
0 0 j}-1] 0 
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ofofo 0 0 0 
ofifo = of 84+ fo- 
a a ae 0 


Die transformierte Impedanz ist eine Zahl, die jedoch im Matrizenschema an eine 
bestimmte Stelle gehért. Dies ist durch vor- und dariibergesetzte Indizes vermerkt. 


M 


0 
Crt Cot = Ctr= 6 
0 
co 
1 — 
ZF = 5) op ? 


oF 


M M 
ren = My ar |, 2xne-t Zre = Bu + Bat3r | 


lf 
ra Se NN ES EY | | eee eae Ue 
(Zn ZFo ) 3 36 a | 


010] 0 0 0 
Une = 0 pa f-1 U mS Uy R 
0; 0] 0 0) 0) 


M 0 
’ 1 TT ay — Uy 
FN aaa Sa Sa. Wee A#|=| But Ba tip 


Ino = 3u t+ 3¢+ bp (26) 


Bu + Bet ar 


Diese Gleichung stellt die Komponenten des Stromes in der Fehlerstelle eines be- 
liebigen Netzes bei Kurzschlu8 ST dar. 


Die Fehlerortsspannungen ergeben sich zu 


ae 3m thy 
"But 8a ar 
Be 36 
u : Uy 
But 3qtir “| -| 84+ 8e+ ar 
Ingenieur-Archiv III, 2. 11 


U 


Une = 
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4. Der zweipolige ErdkurzschluB. 
Die Phasen S und T haben Erdschlu8 iiber die Fehlerwiderstande 3g und 37 (Abb. 9). 


MeSH 
ee 
Ss | i ST 
‘6 
ae iis 


Abb. 9. Zweipoliger Erdkurzschlu8. 


vst op 
vs ns ; 
Ryu BX, +43m | 


& 1 1 
SFO = 3 (Ss + Or) = 7s ee) oct (ee a) Sr] = — (Seu + Sre), 


Der Gang der Rechnung ist wieder derselbe. 


(27) 
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0,01] 0 0 0 
Use’ = =111) 02) nul =| By |, 
Zip] wy 0 0 
0 0 0 
Io =—70 Bo + Bet ig + én (80 —@3g—@* ap) = 
0 (30 a 3g — 4p) Bo + 3u + ag + am 


0 
=— Uy] 80+ Bet ist in _| 
@ 35 + 4 3n— Bo 
0 
| B+ Bat istin 
a 35 + @3n— Bo 


> 


a3g + @3n— Be 


1 : 
ro = —Z Un Bo + Bet 3g + 3p 3 


@ 35 + 3m — Bo 


Dies ist die Gleichung fiir die Komponenten des Stromes in der Fehlerstelle eines 
beliebigen Netzes bei Erdkurzschlu8 ST. Die Fehlerortsspannungen erhalt man 
wieder aus (16). 


y Bo (8g—4 SSiaae a 3p) 
a Bo Be + (Bo + Be) (33 + 3p) + 335 37. 
3e (30 — @ 35 —4 3p) 


Uy ist die Verlagerungsspannung ¥,. Entsymmetrieren von U,, laut (13) liefert 
die Leitererdspannungen Vy. 


3 Bo Bet Bo iP 4) ee (lL a*) ap] ai Bell — 4?) 3g + (1— a) 3] + 339 3m 
3g [Bo (a2 —a) + Be (e— 1)) + 3a? 3g 3m 
ap [Bo (a — a?) + Bela— LD Se 339 an 
Mit der Annahme gleicher Fehlerwiderstande 3; = 3-7 = 3 vereinfachen sich die 
Verhaltnisse bedeutend. Es gilt 


Bo 4 = Bo> 
3u+3= Bm, 
Be +3 = Be: 


Damit wird 


M @ 
Bo + By Bo 


Z ry — / / 
= G sais Bo + Be 
und 
phe 18a 
fro = — = Uw Bo + Be’ | (29) 
ae 
wobei 


A = Bo Bu’ + Bo Be + Bm’ 8e'- 


DLs 
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5. Der dreipolige ErdkurzschluB. 


Die Phasen R, S und 7 sind iiber die Fehlerwiderstainde jp, 39, 37 mit Erde ver- 
bunden (Abb. 10). Die Rechnung verlauft wie in den friiher behandelten Fallen. 


mae RPE ET 
See, 


a pare arg eee fh 
ZF; ZFo 
Ip, Ino 


Sro ; Spot Sgt wep 
leo =| Sr mu} = Co~? lp = a a2 oh, SR + Sg teC3p 
OFG 1 | a?] a SR +TOeSg + 43m 


Da alle drei Phasenstréme ganz allgemein S70, Sry und Srq bestimmen, sind die 
Systeme im Sinne der Gl. (17) unabhangig voneinander. 


Fro ro I 
po =| Srul =| 8ru | = lee, er = 1 . (30) 
Urg Ore 1 
Fiir diesen Fall wird 
eK os man LNG —? 
und 
Zo = 
oR 
Zr= 38 , Zro =a 
op 
; tet 3g tp | tpt Cig +e an | tpt 3g + @ ap 


Zro meee stR + a ss + @am bial ig + ap 


tert @Pjgt a dno 5 
tet sg to 3p | dept tg t+ @ ap 


reo 3g 1 én 


wobei 
B= ye Hi tee an), 
32 = = (én + @ 3s + a 47), 
33 = = (on + 0°45 + a 4p). 


Die Summe aus symmetrischer Netz- und Fehlerimpedanz 
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soll mit 30 = Bi + Bo 
8im'= 81 + 8m, 
Bia = 81 + Be 
abgekiirzt angeschrieben werden: 
Siw | Bs | Be 
ayo + 2po = 8, | Ou Bs 
33 Be 314@ 


Die Reziproke obiger Matrix lautet: 
: Bim B1e— 82 Bs B2— Bs B1¢ 
(Zee a £xe) mal: Bs — Bie Be Br B1¢—B2 Bs Ba a hee 
327?— 31m Bs Bs" — Bro Be Bro Bim Be Bs 
A= B10 (Sim B16 ee Be 3s) a 83 (83 a B14 Be) i Be (Be? io Bim Bs): 


Die Spannung bleibt ebenfalls unverandert. 


Bs" eee Bim Be 


1 0 0 
Uno’ me ee, Uyyj=| Uy 
1 0 0 


Somit wird die Matrix der Fehlerstréme in der Fehlerstelle eines beliebigen Netzes 
bei Erdkurzschlu8B RST: 


32? — 8s 81 ¢ 
lee’ = lea =—— Uy B10 81g— Ba 8s |. (31) 
Bs" — B10 Be 


Die Spannung am Fehlerort lautet nach (16): 
he oe ra Bo (3? — Bs 31@) 
ee = -7- A — 3y (810 81g — B82 Bs) |. 
— Bq (Bs — B10 Bs) 
Uyo ist die Verlagerungsspannung B, des Sternpunktes. 


Als Anwendungsbeispiel soll der Rechnungsgang fiir die zweifach gespeiste Un- 
symmetriestelle kurz gezeigt werden. Die Generatoren I und II mit geerdeten Stern- 
punkten sind iiber eine einfache Kuppelleitung miteinander verbunden, auf der die 
Fehlerstelle liegen soll. In den Impedanzmatrizen z,, und z;;, sind die Generator-, 
Transformator- und Leitungsimpedanzen jeweils bis zur Fehlerstelle enthalten. Die 
Maschinen und Leitungen sind, wie erwahnt, symmetrisch angenommen, daher 
treten nur eingepragte Mitspannungen auf. Beide oe on sind konstant erregt, 
ihre Leerlaufspannungen U,, und Uy xy. 

Die NetzgréBen Uy, und Zy, werden definitionsgemiB als Bestimmungsstiicke 
der nach der Helmholtzschen Ersatzbildmethode zu ermittelnden Kurzschlu8stréme 
der getrennten, an der Fehlerstelle fiktiv satt kurzgeschlossenen Systemnetzwerke 
berechnet. Die Spannung U,, vor Fehlereintritt an der Fehlerstelle ist durch die 
Spannungsabfalle des Ausgleichsstromes bestimmt. Nach dem Matrizenschema 
(Abb. 11) ist 

Oxo — Ups — 2116 (Z16 + Z110)~* (Ute — Yitc) = 0 


oder eingesetzt 
0 


0 
| Wow tm + Uw tru 
Unc = —— Uy mu], 
arm 3M 0 
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Die resultierende Netzimpedanz zy , ist die von der Fehlerstelle aus berechnete Impedanz 
des angeschlossenen Netzes, wobei die eingepragten Spannungen Null zu setzen sind. 


Zo  \ Lye Z/0- 210- 
a J 
| 
Abb. 11... Matrizenschema. Abb. 12. Netzersatzbild. 


Im vorliegenden einfachen Fall gilt das Matrizenschema (Abb. 12) und wird 


310 sIL0 
310 + 3120 


_ tim tM 
tim + tum 


26 “Ile 


Zyo — = 
Zt0 + Ate 


31g 311g 
tig + ane 


Da die Impedanzmatrizen nur Diagonalglieder besitzen, kénnen die Faktoren 
vertauscht werden, daher ist die Schreibweise der Multiplikation und Division wie 
fiir einfache Zahlen zulassig. 

Diese Netzgré8en werden zur Auswertung der Formeln (24), (26), (28), (31) je 
nach Fehlerart beniitzt. Die so erhaltenen Fehlerstroéme verteilen sich nach den 
Kirchhoffschen Gesetzen im Netz, woriiber sich noch der Ausgleichsstrom tiberlagert. 
Zur Bestimmung der resultierenden Netzimpedanzen bedient man sich bei komplizier- 
teren Netzen mit Vorteil eines Netzmodells fiir jedes der drei Systemnetze. 


VY. Elektrische Netze mit zwei Unsymmetriefehlerstellen. 
1. Allgemeines. 


Die Uberlegungen, die zur Liésung des Problems der Strom- und Spannungs- 
verteilung in elektrischen Netzen bei zwei unsymmetrischen Fehlerstellen fiihren, 
sind im Prinzip die gleichen wie bei einer Unsymmetriestelle. Wieder sind es die 
Gré8en des Helmholtzschen Verfahrens der Ersatzspannungsquelle, die die Ver- 
haltnisse einer einfachen rechnerischen Behandlung zuganglich machen. Da sich die 
Betrachtungen auf zwei Fehlerstellen gemeinsam erstrecken, haben die Aussagen 
einen zusammengesetzten Charakter, erfordern also die Matrizenschreibweise. Nach 
dem Superpositionsprinzip kann man die Stromverteilung bei zwei Fehlerstellen auf 
die Uberlagerung zweier Zustande bei je einer Fehlerstelle zuriickfiihren. 

Durchlauft man, von jeder der beiden Fehlerstellen ausgehend, das Netz auf be- 
liebigen Zweigen wieder zuriick zur jeweiligen Ausgangsfehlerstelle, so trifft man auf 


hota! feo 


Ings 'pFay'pk20- 
Abb. 13. Netz mit zwei Fehlerstellen. 


eingepragte Spannungen sowie auf Spannungsabfalle, hervorgerufen durch die auf 
Grund der eingepragten Spannungen flieBenden Ausgleichsstréme, vermehrt um die 
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Anteile der in beide Fehierstellen nach dem friiher Gesagten eintretenden Strome hie 
und /p,, (Abb. 13). Die Summe dieser Spannungen und Spannungsabfalle ist die 
an den Fehlerstellen wahrend des Fehlers herrschende Spannung Uy,¢ und U,y,,. 
Die Aussage gilt wieder fiir alle drei Netzwerke, daher Matrizenschreibweise 


AU, = 8 [Vie + Zic(k ae threo t+ kro)] = Up,o> 
AU, = le <5 Zpa (pac = In F,0 a Ip F,c) | = Ur, 


oder mit Einfiihrung neuer Abkiirzungen: 


Ur, > Uno = £y,,0 fF, 0 = ZN ,.¢ IP, 0; 
Ur, « = Uy,o 5 LZyyo!lp,o ae LZN.95 Ip,o- 


Die ersten Ausdriicke Uy,, und Uy,, sind analog die Netzspannungen an den Fehler- 
orten vor Fehlereintritt. Zy,, und Zy,,, sind die resultierenden Netzimpedanzen 
von der Fehlerstelle aus gemessen, die mit dem jeweiligen Gesamtfehlerstrom der 
gleichen Fehlerstelle — bei eingepragten Spannungen gleich Null — denselben Abfall 
geben wiirden, wie beim Durchlaufen der Zweige erhalten wird. Z. v»o /p,¢ und 
Zy,0/p,. Sind die Summen der Abfille der von den Fehlerstrémen /p,, und Ino 
der jeweils anderen Fehlerstelle herriihrenden Teilstrome an den Zweigimpedanzen, 
ausgedriickt durch die Gesamtstréme /p,, und /p,,. Beide Matrizengleichungen 
werden zu einer zusammengezogen. Mit den Matrizen und Vektoren 


UN Ip6 2N,.0 ZN.0 
Uy ie ; Iroc | ’ ZNo aaa ? 
Noo Tr, 2Nno 2Noe 


deren Elemente wieder Matrizen bzw. Vektoren sind, erhalt man die bereits be- 
kannte Gl. (16): 
Ure a Une 5 Lyolpo. 


Wiirde man sich jedes der drei Systemnetzwerke an den Fehlerstellen satt kurz- 
geschlossen denken (das entsprache zwei dreiphasigen Kurzschliissen im Drehstrom- 
netz), Up, = 0 und die Fehlerstromverteilung des derart zweifach kurzgeschlossenen 
Netzes mit Hilfe des Helmholtzschen Satzes ermitteln wollen, ergabe der Rechnungs- 
gang die obigen NetzgréBen Zy, und Uy,. 


Io = — Zyo~* Uno. (32) 


Die Verteilung der beiden Fehlerstromsysteme /;, und /,, im Netz ist analog. 
Zur Bestimmung der beiden NetzgréBen Vy, und Zy, wird daher der Weg einge- 
schlagen, zuerst das Problem des zweifachen dreiphasigen Kurzschlusses zu lésen. 

Gl. (32) stellt eine Ausweitung des Helmholtzschen Satzes auf zwei Fehlerstellen 
dar, ihr entspricht die folgende Schaltung Abb. 14. 


Abb. 14. Matrizenschema. 


Uy, und Uy, sind die bereits bekannten Begriffe der Spannungen an den spateren 
Fehlerstellen vor Fehlereintritt. Den Zustand im obigen Netz kann man sich nun 
durch Superposition entstanden denken, indem man Uy,, und Uy,, bei sonst unver- 
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andertem Netz einzeln nacheinander wirken l4Bt und die entsprechenden Strom- 
verteilungen iiberlagert (Abb. 15). Die jeweils andere Fehlerstelle ist entsprechend 


l=|]6] 


Yeo Une 


Abb. 15. Uberlagerung der Stromverteilungen. 


einer Spannungsquelle mit dem inneren Widerstand Null und der Spannung Null 
satt kurzgeschlossen. 

Der Strom jeder Fehlerstelle ist: Netzspannung der Fehlerstelle gebrochen durch 
die resultierende Netzimpedanz, von derselben Fehlerstelle aus bei Kurzschlu8 der 
anderen gemessen, vermehrt um den ZweigkurzschluBstrom in der gleichen Fehler- 
stelle bei Speisung der anderen. Diese Uberlegung gilt allgemein fiir alle Netz- 
gestaltungen bei zwei Fehlerorten. Stellt man die entsprechenden Matrizengleichungen 
fir den konkreten Einzelfall auf, so erhalt man jeweils ein System folgender all- 
gemeiner Form: 


Ik,0 age Gyo Uy, ay G90 Uy, 0; 
Ik,0 = — Gy,.c Uy,o — Gy,,0 Uy,o- 
ko = — vo Une, (33) 
Die Leitwerkmatrix des Netzes 
Gyo Gy,.0 
Gyo — 
G 


Noo Exo 
ist somit gefunden, woraus 
2y..0 £ 


Ny. 


= (34) 


2Nn o ZN o 


2Zyo = Gyo} Fas 


Z,, ist in beiden Zeilen das gleiche, da es den Zusammenhang zwischen der Spannung 
an der einen Fehlerstelle zum Strom in der anderen darstellt, der von der Betrachtungs- 
art unabhangig ist. Daher ist ebenfalls Zy,,, = Zy,,o- 

Nach diesen Vorbereitungen kann zur Bestimmung der Fehlerstréme /p,, und /y,, 
geschritten werden. Je nach Fehlerart bestehen zwischen den Stromsystemen Sy Mi 
 r,M> Sr,g einerseits und Yp,o, Sr,u, Sr,q¢ anderseits bestimmte Zusammenhange 
physikalischer Natur, die sich fiir jede Fehlerstelle in bekannter Form schreiben lassen: 


/ 
Ip,o = Cr, Ips 
lro = Cr, |Pyo'- 


Beide Gleichungen werden mit den Hinfiithrungen 


Ino — 


zu einer erweiterten Gl. (17) zusammengezogen: 


Ino = Cr Ino 


Dieser Transformation entsprechen wieder auf Grund der Voraussetzung gleicher 
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Leistungsverhaltnisse im ungestrichenen und gestrichenen System die transformierte 
Spannung (18) und die transformierte Impedanz (19). 


Uno = Crt Uno; y rae ao Cri Dine Cr. 
Mit der analogen Einfiihrung der transformierten Impedanzen der Fehlerstellen (20) 
, 1. - 
2Po = gy Ori Cat Zr Co Cp 


und der Fehlermatrix fiir zwei Fehlerstellen 


27, \ 


erhalt man nach der gleichen Ableitung wie im vorigen Kapitel [V/1 die Gleichung 
fiir die transformierten Fehlerstréme (21), die sich durch das Ersatzschaltbild Abb. 16 
darstellen laBt. 


lee =— (Zyo af re age: Uno’ 


leg 


Abb. 16. Ersatzschaltbild. 


Der ganze Berechnungsvorgang kann wieder durch die Gl. (22) dargestellt werden. 


= a =1_ 
lipo = — Cp er: Zyo Cr + 3 Crt Cot ZK Co Cr crt UNo!. 


Zum Unterschied sind nun der héheren Aussage zufolge die Elemente der vor- 
kommenden Matrizen selbst Matrizen. Die Auflésung erfolgt wieder von innen heraus. 
Sind die einzelnen Stromsysteme in den Fehlerstellen ermittelt, ergibt sich die Gesamt- 
stromverteilung im Netz durch Uberlagerung der beiden Verteilungen, wenn 


man /,,, und /p,, nacheinander in die Netzwerke eintreten 18t. Dariiber lagert 
sich noch der Ausgleichsstrom. 


Nimmt man im Fall einer oder zweier Fehlerstellen keine Fehlerwiderstainde an, 
also zp = 0, so wird 
Up, == ZRo lng = 0. 


Hingegen sind die Fehlerortsspannungen U,, natiirlich von Null verschieden. Dies 
steht nicht in Widerspruch mit (18) 


Ope == Crt Ura, 
denn da die Reziproke von ¢,, nicht existiert, kann die Umkehrung von (18) 
Une = Cry Opa 


iiberhaupt nicht gebildet werden. Trotzdem hat U;,, einen endlichen Wert, zu dessen 
Berechnung der Umweg iiber die Stréme gemaf (16) einzuschlagen ist. 
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Nach dieser beschriebenen Methode wird als einfachstes Anwendungsbeispiel der 
Doppelerdschlu8 bei geerdetem Sternpunkt der Spannungsquellen und zweifacher 
Speisung skizziert. Grundsatzlich ist bei beliebigen anderen Fehlerarten in den 
beiden Fehlerstellen analog vorzugehen. 


2. Der zweifach gespeiste DoppelerdschluB bei geerdeten Sternpunkten. 


Der Untersuchung liegen die Verhaltnisse nach Abb. 17 zugrunde. Die Netz- 
groBen Uy, und Zy, werden durch Aufstellung der Gl. (32) zur Ermittlung der Kurz- 


dno 


Jim 


MO" 


Jio vee ise sae Fe 
Ieg= |u| » 2n0= » rao = ee ee 
Jat 


Abb. 17. Zweifach gespeister DoppelerdschluB. 


schluBstréme bei satten dreiphasigen Fehlern, d. h. zweifachem Kurzschlu8 jedes der 
drei Systemnetze, gefunden. 


Die Netzspannung liefert das Matrizenschema 18 des gesunden Netzes. 


Zo 14 2no~ 2 2no- Avsgleichsstrom 


Yo 


Abb. 18. Matrizenschema. 


Oy,o — (Zire + Zit0) (Zto + Ze + Znr6)~! (Ute — Uc) — Uto = 0, 


Oy6 — Zilo (Zto + Zito + Zm10)~+ (Ure — Uitc) — Uns = 0, 


(2t6 + 2110) Ur, ts 216 Yito 


Oe. : 
Uy yo - | ie 12g} es 
NG) == (35) 
Z, ain es Zit.) U 
Uno Aro % lo re Ilo! Mio 


2r¢ + te + “te 


Die resultierende Netzimpedanz Zy, folgt aus der Uberlagerung der beiden Fehler- 
zustande (Abb. 19) entsprechend der allgemeinen Uberlegung zu Abb. 15. 


20 1 2ue 2 210 Zo 1 2uoe- 2 20 


[=o [| 


Abb. 19. Uberlagerung der Stromyerteilungen. 
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Die Aufstellung der Stromgleichungen dieses speziellen Falles 


416 + 41116 1 


lkeo= oo = 
1 N,o Noo 
216 “tIT0 : Z10 
1 Zo + 2160 
Izx,0 = Pde Uy,e— ee Nee 
IIlo llo 7IIIc 
lke = — Gyo Une 
liefert die Leitwertmatrix des Netzes 
i Co cs 
ae Zz. 4 
= Ic “llIo Illo 
Gyo = One 1 = oe ee ce er ic ce ae ed 
1 4110 + 21116 : 
7TIlo 2110 7IIIo 


woraus die Netzimpedanzmatrix laut (34) errechnet wird: 


1 Zee + z ) Zoe 
Io \“IIo Tilo Io “Ilo 
Zens igre ttre] "Ze Fe (36) 
20 + 416 T 216 216 7116 | 210 (40 + 2110) 


Nun mu8 der unsymmetrischen Art der Fehler Rechnung getragen werden, d. h. 
die Transformation ‘ ist vorzunehmen. 


In der Fehlerstelle 1 flieBt der Strom Ys tiber 375 gegen Erde. Die Ermittlung 
von ¢, erfolgt wie friiher: 


SF,0 ‘ Uy PS eo) 4 Re 
seed = Taam lira Ea STA & 
Ip,o =| OF, M | = Co 1 Ip. ae 1 ja |a Rs ao a Sg}, 
Sees ee ira (i eae| Heal DQ 
SVELG 1 |}? jas | 0 a Sg 
X ors , 
SF, 0 VFO 119 aay 
~ at ~ , =e, > ae [oy fas / , 
fp,c =| Srpu |=] %Sr,0 |= a10]|0 Sro = Cr, frye, 
DFG @ Sr,0 a*}| 0] 0 


1 OF 0 
Iro = OF, 0» Cr, = a|0/0. (37) 
AO WEO 


Ireo == 
Ip0 a 


(38) 
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Nun kénnen die weiteren transformierten GréBen nach den GI. (10), (19) und (20) 
berechnet werden, woraus sich schlieBlich die gesuchten Fehlerstrome gemaB Gl. (21) 
bestimmen. lassen. 


3. Der Doppelerdschlu8 in Netzen mit freiem Sternpunkt. 


Fir den DoppelerdschluBfall in Netzen mit freien Sternpunkten kann die allgemeine 
Form der Lésung- bei Verwendung der Ergebnisse der vorhergehenden Abschnitte 
noch etwas weitergefiihrt werden. Das Fehlen der Erdverbindungen an den Null- 
punkten wirkt sich auf die Stromverteilung in den Fehlerstellen, somit auf die Trans- 
formationsmatrix cy, aus. In der Fehlerstelle 1 flie&8t der Strom Ss gegen Erde ab 
und in der Fehlerstelle 2 als Strom $7 in das Netz zuriick. 


low 
Sy Sie ST o* 


Dies bedeutet mit (37) und (38): 


Ira — 
Ipo ao 
OF, 0 
IP, ad 
Ir,0 Se eae Cie Iho a 
zo ist die Nullkomponente des Erdstromes Sy. 
Die Transformation (17) lautet nun: 
Cp, 
Ipc ae Ir’ « 
es Cp, 
Hierauf werden die transformierten Netzgréfen (18), (19), (20) ermittelt: 
rus B Crt = py ie 
Uno = Cp; Uys = 
0 0 
I ja?) a 0 lja 
= 0001 Osh oD 
0O};0]0 0 070 
Una = Uy,s — Uny2, (40) 


d. i. die Phase S der Netzspannung an der zukiinftigen Fehlerstelle 1 minus der 
Phase 7 an Stelle 2. 
Weiters wird mit (34): 


, - ] 
450 = Crt Zyo Cr = - 


De Be = $; 
7 (ert 210 Cr, — Cr,t Zoo Cr, — Cr, Zo0 ep, + Cr,1 Z30 C7,), 
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, bi 23,+3 81+ B+8 By + 82+ 8 
4 aid Bi 2 3 ( D1 G2 3 Ol 2 3 
No A 4 + 7 A ae +- A be 


Zy c= Bo Res a 3u Res or Be Res» 
Zur Abkiirzung wurde eingefiihrt: 


Sa Res = ( ot cee 3s eB 


8a Ree = fie B a Be te | (41) 
oe gale rem ah i (42) 


wobei alle 3, auBer den zwischen den Fehlern liegenden gegen oo gehen. Dies ist der 
mathematische Ausdruck fiir die Aufhebung der Erdung an den Sternpunkten. 


Die transformierte Fehlermatrix lautet schlieBlich: 


% a Rt = Ca Ape 
ZRo = Crt ZRo Cr = —______—— 


me Zrio sts ZF.o 
0 0 


Zio es 
und unter Verwendung der Rechnung im vorigen Abschnitt dieses Kapitels 
Zro = 33r5s + 3 3r7. 
Die transformierte Netz- und Fehlermatrix ist eine reine Zahl 
Zyo + Zero = Bore + Burs + Bares + 33rg + 3 grr. 
Der transformierte Fehlerstrom wird nach (21) 


a — Uy, s—Uy, 2 : 
Bo res + Bur res + BG Res + 3 trg t+ 3app’ 


woraus sich endlich mit (17) die Teilfehlerstréme ergeben: 


po =—(Zye + 27¢) 7 Uys = 


1 
Uy, s—Uy,r | 

Bore + Bures + Bers t+ 3irgt 3 3pp’ | 
( 

| 


lr,o = a 


Uys — Uy, 2 
Bores + Sure t+ 3G res + 23rg + 3 brr 


Iry0 = +] 


Diese Stréme treten an den Fehlerstellen in das Netz ein, verteilen sich nach den 
Kirchhoffschen Gesetzen und iiberlagern sich zur resultierenden Fehlerstromverteilung. 


Das Verfahren eignet sich besonders zur Verwendung von Netzmodellen. Bei 
Speisung der einen und anderen Fehlerstelle und Strommessung in den Fehlerstellen 


Abb. 20. Messungen am Netzmodell. 


erhalt man sofort auf Grund der Helmholtzschen Ersatzbildvorstellung die gesuchte 
Netzimpedanz des jeweiligen Systemnetzes. 
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Bei rein induktiven Netzimpedanzen wird gem&8 Abb. 20 fiir das Mit- und Gegen- 
system: 


| Ou | = O12 | 

| u, | | u. | Gay | Gre 
Gy — : = 

| Ser | | Sex | Gay | Ose 

| | | u | 


Fiir das Nullsystem vereinfacht sich das Verfahren weiter. Da beim einfachen 
Doppelerdschlu8 nur zwei Erdverbindungen bestehen, degeneriert durch Limes- 
bildung — alle Zweige des Nullnetzes mit Ausnahme der Verbindungen zwischen den 
Fehlerstellen werden co — das Netz zur resultierenden Verbindung der Fehlerstellen. 
Nach Abb. 21 wird: 


| a,| N, | 


akes =——_ = -— 


Abb. 21. Bestimmung der Netznullimpedanz. 


Auch fiir die Ermittlung der Ausgleichsstromverteilung und der Spannungen an 
den zukiinftigen Fehlerstellen sowie der Stromverteilung der Fehlerstréme in den 
Systemnetzwerken verwendet man das Netzmodell mit Vorteil. 


Zur Erlauterung werde anschlieBend ein einfacher Fall durchgerechnet. 


4. Der zweifach gespeiste DoppelerdschluB. 


Mit Ausnahme der fehlenden Erdverbindung der Sternpunkte entsprechen die 
Verhaltnisse des zu untersuchenden Falles (Abb. 22) den friiher behandelten der 
Abb. 17. 


Abb. 22. Zweifach gespeister Doppelerdschlu8. 


Die speziellen Werte des Abschnittes V/2 brauchen nur sinngemaf in die eben 
aufgestellten Formeln (41) bis (43) eingesetzt werden. 
One: Mit den Gl. (35), (40) und AU => Uw — Uta ist: 


: A 
Uyo = Uy,s — Uy, = Uy (a — a) a [(a? — a) 1m — 4 nm] = Uy, 
Zyo: Es war (36): 


l Zt0 (216 + 21110) 710 7I16 216| 420 


ZyNo = —_—_—_—_—_—_——OOOOOOO SCO i 
216 + 210 + 2116 


A 
216 “116 2116 (246 + 210) 220) 236 
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Zur Aufstellung von (43) miissen die resultierenden | Impedanzen jedes Netz- 
werkes 0 res, Barres» Se res berechnet werden (41), (42). 


_ 10 — 2 B20 + pearance 
Bo ree = lim — ,, zo + Bao im 222 3110) d1z10 
a 310 + dar0 + 1110 


= $1110, 
19 — b119 7 © 


81 -F Be a Bs (3y Ae dry) 3TI1 + 3 by 3tT 
Bu, G Res — = —— ~ teh . 
M,G M,G 


eae. ay t+ an + jn 


Damit erhalt man die Fehlerstréme nach (43): 


1 1 
; iG ee a 
ro a = oe a= 
3 Be (5 dry) dor + 3 8 dy * (87 + yn) dur + 3 3y dar ree a — 3 
a) ea : = aa 2 
cere ax + any + barr M Tope je a 
1 u 1 
Ir, ee az — ——— — Nes — ee — SBE 2233 —$ «= a? — 
: + (in) +(2 ea) steer —| 23 
@ | orto rs A 5 3 a 
a3 + ay + dr M Sone, fo = 


Die zwei Fehlerstromsysteme treten an den Fehlerstellen in das Netz ein und ver- 
teilen sich jeweils gemaB Abb. 23. Zur Uberlagerung wird je eine Fehlerstelle ab- 
wechselnd als nicht vorhanden angenommen. 


Lug *Zue- ie . Z0- i‘ Zia / Zig +Zing- 
Lar eno * ema "7?" Lig thug tZug' f0*u0-* Zuo £20 Zig tlyg tZinge 2? 
— = 


Li 


Luar 


Abb. 23. Uberlagerung der Fehlerstréme. 


Die Superposition dieser beiden Verteilbilder gibt mit den eingetragenen Strom- 
richtungen die Zweigfehlerstromsysteme 


0 
1 1 
/ Uy 210 1 2116 7116 Fs Any 
— - a == ——s 
ss 2&3 \ Met 20 + Arre ers Zo + 26 t 2H0 a Diu! 
a 
0 
0 
1 1 
/ Uy 216 al Z1q t+ 2110 —t\~ | Aue 
=— ; a > 
ee 238 \ 464 410+ “te |} 410 + Atte T Ate |— iu 
; 0 
0 
1 1 
i Uy =a ata = 7I1e ms AUyy 
—— a Se a 
ne ao 216 5 7IIc “* 711 bee 210 Bs 2Ilo Rue AiG | =a = iu ‘ 
0 
Uy SE 
woraus — mit Jgo = — xa 9 als Nullkomponente des Erdstromes zur Ab- 
kiirzung — die Komponentenstréme in den Zweigen sofort angeschrieben werden 


konnen: 
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Ally 7 qo @—“) tim + ¢imm (@—4) ine + © tme 


en] ete IG 
ro == 0, SIM Sy ny Say + SEO au > OLE SOHO De 
Aly (a — a?) s1m aril i o (a?— a) itqg—a aril 
S10 =9, SIM = Re + Qz0 Beep » SIG = dE Xie ; 
Ally 43ry t+ sna Pig + 4 31¢@ 
led mS ay “~~ ~ i leo 
== ) Sa a ; OLLG = SHO 
aSIILO SHO SIM Sy SEO Soa > ae 


Die Spannungen ‘an den Fehlerstellen liefert die frither abgeleitete Gl. (16): 
Up.c = Uy,e + Ly, le,o + ZN,,.0 /P, 0, 
Up.o. = Unio + Lyyo le + Lyne lo, 


%6 (Apo + A116) Ps + 216 Att Po 
216 + 210 + 21116 


Ur, io Un, 


= Uyio+2Ztcho; 


2162416! P,o + 2116 (216 + A110) !P,o 


= Uy s =F 216 fie: 
Zo + 24Yo t 2EII6 


UF, < = Uy, f 


Das ergibt ausgerechnet: 


ie pe (ia + durum) Ga + tru im ae (? —4) sym — im Uy 
jiu t dum + bur. amttomtimm £3 

eens (a—@*) sy ¢— autg day 
setine time 2&3 

igh dorm Ua + Bra + dorm) Ur | @srrm + (@—a4)azry Uy 
rum + tum + tnrMm tiuttumttimm &£3 


Ging + (¢@—@) ng Uy 
sete time 2&3 


Up,.g¢ = 3ne 


Zur Berechnung von U,,, und Up, wird, da 3zo Syo UNd 3779 Spo UNbestimmte Werte 
liefern, ein anderer Weg eingeschlagen. 

Die Leitererdspannungen Bs und &,, sind bekannt, anderseits lassen sie sich 
durch Upo, Ups und Upg ausdriicken. Da Upy, und Uyg auch bekannt sind, kann Upy 


berechnet werden. 
Vier ites Gey! Up. 
I besonderen: 


Uy 


sy, = — 3 3n,irs = 3 3 ors = Up, + a Up + a Up, 
daraus: 
ie 
Up, =3 3 3F S a Ur, uw — @ Up, g- 


U,y,, ist die Verlagerungsspannung des Sternpunktes am Fehlerort 1 gegen Erde. 
Damit sind die Leitererdspannungen: 


U 
Be, = 3 Sy aes + (1 — a) Ur, + (1—a) Une, 


Vy, = 3 aoe 


U 
Bn, = 3 +3 ars + (4 — a?) Up, w+ (a? —a) Upg. 
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Ebenso: 
Wh 
Vr, alee. nF so rT = 3 $5 er Ur, +a Up, SA Wnas 
Uy 7 
Up,, =—3 3 grr —a Up, ar aa Os Up, a, 
¥ Uy 
Br, =— 3B grr t+ (1 —a) Up, + (1 — a?) Up,a, 
“4 Uy > 
Bo = — 3—sg ber + (a —a) Ur + (a — a?) Uno, 
cp = ae bF 7: 


Die Spannungen an den Relaisstationen I und IT werden aus den Formeln berechnet: 
Uric + 2116 te — Ur,o = 0, 


Onite +.Zn1160 hire — Ur, = 9. 


VI. Zusammenfassung der Fehlerstromberechnung. 


Als letztes soll nun noch eine vergleichende Betrachtung iiber die Ergebnisse 
der vorgenommenen Berechnungen angestellt werden. Eine Abhangigkeit der Strom- 
systeme in der Fehlerstelle voneinander nach Gl. (17) tritt nur dann ein, wenn in der 
Bestimmungsgleichung der symmetrischen Komponenten des Fehlerstromes (12) eine 
oder mehrere der unabhangigen Variablen, das sind die Phasenfehlerstrome Gy, 
Ses Spr den extremen Wert Null annehmen. Dementsprechend sind dann die 
Fehlerwiderstaénde unendlich groB wie im Falle des ein- und zweipoligen Erdschlusses 
oder des zweipoligen Kurzschlusses. Diese Abhangigkeit war durch die Transfor- 
mation ’ dargestellt worden und hatte je nach Fehlerart verschiedene Transformations- 
matrizen (23), (25), (27) ergeben. Bei Ableitung dieser Transformationen wurde 
schon darauf hingewiesen, da die Gl. (17) in ihrem Wesen der Beziehung (1) zwischen 
den unabhangigen und abhangigen Strémen eines Netzwerkes entspricht. Die Trans- 
formationsmatrizen (23), (25), (27) sind von derselben Art wie die Netztransfor- 
mationsmatrix (7). 

Man kann sich nun die Aufgabe stellen, Netze zu suchen, in welchen die Netz- 
elemente der Abb. 5 mit /,,, Uy, und Zy, als ZweiggréBen derartige Maschen bilden, 
daB die Gl. (17) den Zusammenhang zwischen tatsachlichen Zweig- und Maschen- 
strémen darstellen. Das Problem ist die Umkehrung der Aufgabenstellung im 
Kapitel II. Wahrend eingangs die Knotenpunktsgleichungen eines bekannten Netzes 
aufzustellen waren, ist nun auf Grund der vorliegenden Gleichungen das entsprechende 
Netz zu suchen. Der Fall des unsymmetrischen dreipoligen Erdkurzschlusses, in 
welchem die Unsymmetrien durch drei endliche, verschieden grofe Fehlerimpedanzen 
bewirkt werden und die Fehlerstrommatrizen des gestrichenen und ungestrichenen 
Systems durch die Einheitsmatrix (30) verbunden sind, schlieBt sich von diesen 
Uberlegungen aus, denn da ein unmittelbarer Zusammenhang der Fehlerstromsysteme 
untereinander nicht vorhanden ist, konnen die Unsymmetrien durch eine einfache 
Schaltung der drei Netzelemente nicht dargestellt werden. Daher sollen die Fehler- 
widerstande stets untereinander jeweils gleich 3, angenommen sein. 3, wirkt in jedem 
Systemnetzwerk und ist zur resultierenden Netzimpedanz infolge der Serienschaltung 


zu addieren: a tana. 
Bu ate ar = Bu; 
Be + ar = Be’. 
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Bei der Ermittlung der gesuchten Maschen gibt nun die Stromtransformation, als 
Knotenpunktsaussage im Sinne Kirchhoffs aufgefaft, Anhaltspunkte tber die 
Zusammenschaltung. 

Im Fall des einpoligen Erdschlusses (23) ist 


ilolo : 1Jolo 
Ing. = 11010 Spo und ep = 4 O's 
1lolo 1lolo 


d. h. die drei Stromsysteme sind untereinander gleich, derselbe Strom flie8t durch 
jeden der drei Zweige. Eine Knotenpunktsgleichung ist nicht vorhanden, daher gibt 
es keinen Knotenpunkt. Das Netz enthalt drei abhangige und einen unabhangigen 
Strom, es kann also nur aus einer Masche, erzeugt durch Serienschaltung der drei 
Zweige, bestehen (Abb. 24). 


Abb. 24. Ersatzbild des einpoligen Erdschlusses. 


Die Auflésung ergibt in Ubereinstimmung mit den friiher abgeleiteten Formeln (24) 


Uy ws 
xe SiGe — é — =. 
SFO SFM SFE pe oe oe ai Be 


Beim zweipoligen ErdkurzschluB weist die Stromtransformation (27) 


Sue | = Old 10 


UFG Oo; O0)}1 


auf n = 3 Zweige (Zahl der Zeilen), die von Spy, Srg und — Spy — See dureh- 
flossen werden, hin. Die erste Zeile stellt die einzige Knotenpunktsgleichung dar. 
Da bei p Knotenpunkten »—1 unabhiangige Knotenpunktsgleichungen vorhanden 
sind, in diesem Fall nur eine, ist p = 2. Die Zahl der unabhangigen Stréme, d. h. 
der unabhangigen Maschen, ist gleich w = n—p +1 = 2, gleich der Anzahl der 
Spalten der Transformationsmatrix. Das gesuchte Netz ist somit festgelegt (Abb. 25). 
Seine Auflésung ergibt die gleichen Formeln wie friiher erhalten (29): 


3g Be 


ro = — Spu aoa ss yar 
Bo + Bq’ 3o 3a + Bo Be + Bu’ Be ‘ 
Bo + Be 
oy 7 
SEM ara = Dre 7 U l aoe TES ee a >? , : 7 7, Uy; ’ 
nao 80° 84 re 30 Bu’ + Bo Be + Bu’ 8e@ ee 
M 3 , ae Be. 
UFG =— rm aclane Ss Bo U 
SF a 7 y 7 lal Tay 3 fats 7 7 7 7 N . 
eT eigeG ere ae Bo By’ + By Ba + Bu Be ~~ ™ 


Fiir unendlich groBe Nullimpedanz gehen obige Formeln sowie Abb. 25 in die 
des zweipoligen Kurzschlusses (Abb. 26) iiber. Auch die Transformation der Strome (25) 
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zeigt, daB die Zahl der unabhingigen Strime (Spaltenzahl) gleich eins, die der ab- 
hangigen (Zeilenzahl) gleich zwei ist, das Netz also aus einer Masche, gebildet durch 


Abb. 25. Ersatzbild des zweipoligen Erdkurz- Abb. 26. Ersatzbild des zweipoligen Kurz- 
schlusses. schlusses. 


Serienschaltung der zwei Zweige, besteht. Aus Abb. 26 wird in Ubereinstimmung 
mit den friiheren Formeln (26) 


Uy yy 
Bu’ + 8" 
(Nur ist hier 5» der Phasenwiderstand, im Kapitel IV/4 war 3 der verkettete Widerstand.) 
Die Transformationsmatrix des dreipoligen Erdkurzschlusses (30) 


fas | C 
OEM = re = 


zeigt an, daB samtliche drei Stromsysteme voneinander unabhangig sind, die Zweige 
also im Falle dreier gleicher Fehlerwiderstinde zu drei unabhangigen Maschen zu 
erganzen sind (Abb. 27). 


Mu © | 
do A 
Sem Teg 


Abb. 27. Maschen bei dreipoligem ErdkurzschluB. 


Falls nur Mitspannungen vorhanden, wird 


Uy 
CS ey ea eee 
SFM Bur 
Dies ist der Fehlerstrom bei dreipoligem symmetrischem Kurzschlu8 eines Drehstrom- 
netzes, entsprechend Formel (10) beim Einphasenwechselstromnetz. 


Die Transformationsformeln fiir die Fehlerstromsysteme bei Doppelerd- 


schluB (37), (38) l 1 
Ip,o =| a|Sz0, lr,0 = —|a?|Sx0 
a a 


lassen erkennen, da samtliche gesuchten Grdfen gleich sind, aber verschiedene 
vektorielle Lagen haben. Die Transformationsmatrizen besitzen infolge dieser Ver- 
werfungen nicht mehr den Charakter von Knotenpunktstransformationen. Die 
Fehlerstromsysteme kénnen aber aus Sgo abgeleitet werden, fiir das die Maschen- 
gleichung (43) (Abb. 28) 


Uys — Uy, fy 
ur ‘ wt ‘ yt 
Sores P ou Res 3 Se Res 


DEO Pas 


Abb. 28. Ersatzbild fiir Doppelerdschluf. 
12% 
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gilt, wobei die zweigestrichenen GréBen jeweils die Summe der Fehlerimpedanzen. 
ars + 3r7 mit enthalten. 

Fiir die wichtigsten Fehlerfalle lassen sich also als Ergebnis der eben angestellten 
Uberlegungen einfache Ersatzschaltbilder angeben, die nach Art graphischer Rechen- 
vorschriften eine einprigsame Berechnung der diversen Fehlerstrome erméglichen. 

Damit sind die Untersuchungen iiber die Strom- und Spannungsverteilung in 
allgemeinen Netzen und bei Auftreten von einer und zwei Unsymmetriefehlerstellen 
in Drehstromnetzen’ abgeschlossen. Die Matrizenrechnung hat sich dabei als ein 
Werkzeug auBerster Zweckmafigkeit und auBerordentlicher Vielseitigkeit erwiesen. 
Es ist zu erwarten, daB der Matrizenkalkiil in immer steigendem Ausmafe Anwendung 
finden und als Rechenverfahren der Elektrotechnik wachsende Bedeutung ge- 


winnen wird. 
(Bingegangen im Mai 1946.) 


Kritische Spannungen diinnwandiger Plattenwerke 
unter zentrischem Druck. 
Von F. Miiller-Magyari, Wien. 


Mit 5 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. J. Teil: (Siehe Osterr. Ing.-Arch., Bd. II (1948), Heft 5, S. 331—346.) 
Im Falle des ,,kurzwelligen Beulens‘‘ nimmt man mit guter Anndherung an, daB die Langskanten 
eines Plattenwerkes sich nicht seitlich durchbiegen. Unter dieser Voraussetzung wurden fir Platten- 
werke unter zentrischem Druck die entsprechenden Ausdriicke und Formeln wie fiir Stabwerke 
hergeleitet und ein Naherungsverfahren zur Berechnung der kritischen Mindestspannung an- 
gegeben, welches von der Mindestbeulspannung eines beiderseits elastisch eingespannten Platten- 
streifens ausgeht. Die hierfiir vorliegenden Ergebnisse wurden in eine brauchbare Form gebracht 
und fiir den Fall negativer Einspannziffern erweitert. 

Il. Teil: Die Herleitungen des I. Teiles wurden fiir den Fall des kurzwelligen Beulens von 
freien Plattenwerken, d. h. Plattenwerken mit freien Endkanten, erweitert. Der Plattenstreifen 
unter axialem Druck mit einer freien Endkante ist aber nur ein besonderer Fall des Plattenstreifens, 
dessen beide Langsrander elastisch gestiitzt und elastisch eingespannt sind. Unter der Voraus- 
setzung, daB die Ausbiegungen nur senkrecht zur Plattenmittelebene erfolgen, wihrend die De- 
formationen in dieser Ebene auch weiterhin vernachlassigbar klein gegentiber den senkrechten 
Durchbiegungen sind, gelingt eine 4uBerst tibersichtliche Berechnung unier Verwendung gewisser 
transzendenter Hauptfunktionen. Ihre Partialbruchentwicklungen erlauben in Grenzfiillen eine 
einfache Berechnung der Werte der kritischen Spannungen. Diagramme der Mindestbeul- 
spannungen vieler freier Plattenwerke, wie sie im Leichtbau verwendet werden, vervollstandigen 
die allgemeinen Betrachtungen. 


Summary. First part: In the case of “short-wave-buckling”, the edges of a plate-work are 
assumed not to move sideways. With this assumption, expressions and formulae corresponding 
to those for frameworks, submitted to axial compression, have been derived for plateworks, and 
an approximate method has been given for computing the critical stress, starting with the critical 
value for a panel with elastically restrained edges. These data have been brought into a con- 
venient form and extended to negative values of the coefficient of restraint. 

Second part: The considerations in the first part are extended to “‘short-wave-buckling” 
of free plate-works, i.e. plate-works with free longitudinal edges, under axial compression. 
A strip submitted to axial compression, having one free edge, is only a special case of a strip, 
both edges of which are elastically restrained and elastically supported. Assuming that defor- 
mations normal to the middleplane of the strip are large, compared with deformations in its plane, 
the calculation can be made very clear in using certain transcendental functions. The limiting 
values of the critical stresses can be computed through partial-fraction development of these 
functions. Critical stresses for many types of free plate-works, as used in light structures, are 
shown in diagrams. 


Résumé, Premicre partie: Dans le cas du «voilement & ondulations courtes», on suppose 
que les arétes d’une structure & voiles minces ne se déplacent pas latéralement. Conservant 
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cette hypothése, des expressions et des formules, correspondant & celles pour les poutres @ treillis 
soumises a des charges axiales, ont été développées pour les structures A voiles minces; une méthode 
approximative a été indiquée pour calculer la fatigue critique en partant de celle d@’un panneau 
dont les arétes sont encastrées élastiquement. Ces résultats ont été mis sous une forme pratique 
et étendus aux valeurs négatives du coefficient d’encastrement. 


Deuxiéme partie: Les considérations de la premiére partie sond développées de facon 


& pouvoir s’appliquer aux structures & voiles minces, ayant un ou deux bords latéraux libres. 
La bande plate, soumise & une compression axiale et dont un cdté latéral est libre, n’est qwun 
cas particulier de la plaque rectangulaire, chargée d’une facgon analogue, mais dont les bords 
latéraux sont guidés élastiquement et encastrés lastiquement. En admettant que les déflexions 
normales & la plaque sont grandes par rapport aux déformations qui ont lieu dans son propre plan, 
on peut rendre le caleul trés clair en utilisant certaines fonctions transcendantes; les valeurs 
limites des fatigues critiques peuvent étre caleulées par développement, en fractions partielles, 
de ces fonctions. Les fatigues critiques, pour un grand nombre de profilés & bords libres, tels 
quwils sont utilisés dans les structures légéres, sondt données dans des diagrammes. 


II. Teil: Verschiebliche Lingskanten, insbesondere freie Endkanten. 


1. Einleitung. 


Im I. Teil dieser Arbeit? wurde das sog. ,,kurzwellige Beulen“ eines Plattenstreifens 
bzw. eines aus lauter gleichlangen Plattenstreifen zusammengesetzten Plattenwerkes 
unter zentrischem Druck behandelt. Unter gewissen Voraussetzungen kann man 
namlich mit guter Naherung annehmen, daB die Langskanten (des Plattenstreifens 
oder des Plattenwerkes, der Abkantprofile usw.) gerade bleiben, d. h. sich nicht 
kriimmen und nur zwischen den Langskanten die wellenformigen Ausbeulungen ent- 
stehen. Dann sind die im Augenblick des Ausbeulens (im kritischen Zustand) auf- 
tretenden unendlich kleinen Zusatzverschiebungen u und v in der Plattenmittelebene 
um eine GréBenordnung kleiner als die Durchbiegungen w senkrecht zur Mittelebene 
und kénnen dementsprechend vernachlassigt werden. Es ergibt sich eine bedeutende 
Vereinfachung der zugehérigen Differentialgleichungen und Randbedingungen des 
Problems. Naherungsmethoden zur Ermittlung der maBgebenden kritischen Druck- 
spannung, der sog. kritischen Mindestspannung (jene, die den geringsten Betrag 
besitzt), konnen analog der sog. Steifigkeitsmethode, wie sie fiir die Stabwerke ent- 
wickelt wurde, angewandt werden. Weil die zur kritischen Mindestspannung gehérigen 
Halbwellenlangen der Beulflache ungefahr von der GréBenordnung der Plattenbreite 
sind, spricht man vom ,,kurzwelligen Beulen“. Der vorliegende II. Teil der Arbeit 
soll sich nun mit dem allgemeineren Fall verschieblicher Langskanten befassen, bei 
dem also die Plattenlangskanten im kritischen Zustand (unendlich kleine) Zusatz- 
verschiebungen nach allen drei Koordinatenrichtungen erleiden, wobei zunachst 
noch nichts iiber die gegenseitige GréBenordnung ausgesagt wird. Es sind demnach 
die vollstandigen Differentialgleichungen und Randbedingungen zu beriicksichtigen. 
Hierher gehoérige Probleme sind die zentrisch gedriickte Platte mit in Breitenrichtung 
abgestufter Wandstarke,? die ebenso beanspruchte Platte mit Versteifungen (Rippe, 
Bordel, Sicke, Wulst), deren Biegesteifigkeiten unter einem gewissen Betrag liegen,? 
ferner die Polygonrohre (geschlossene Plattenwerke), bei denen zwei aufeinander- 
folgende Teilplatten einen flachen Winkel miteinander einschlie fen, so dafs die gegen- 
seitige Stiitzung gering ist u. a.m. 


1 F, Miller-Magyari: Kritische Spannungen diinnwandiger Plattenwerke unter zentri- 
schem Druck. I. Teil: Unverschiebliche Lingskanten. Osterr. Ingenieur-Arch. 2, 331 (1948). 

2 §. Timoshenko: Elastic Stability. New York and London. 1936. — R. Barbré: Stabilitat 
gleichmaBig gedriickter Rechteckplatten mit Liings- oder Querstreifen.— Ingenieur-Arch. 8, 117 
(1937). — A.Kromm: Knickung des gedriickten Plattenstreifens mit zur Mittelebene un- 
symmetrischer Randrippe. Forschungsbericht 1484, verfaBt bei der DVL, Berlin-Adlershof 
(A 2223). 
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Im Falle verschieblicher Langskanten gehéren zur kritischen Mindestspannung 
Halbwellenlangen der Beulflaiche, welche im allgemeinen bedeutend grdBer als die 
Plattenbreiten sind (etwa 3- bis 10fach). Dies erkennt man schon an dem trivialen 
Beispiel des elastisch eingespannten freistehenden Plattenstreifens, wo also die 
eine Langskante frei verschieblich ist. Fiir den gelenkig gelagerten freistehenden 
Plattenstreifen ist die zur Mindestspannung gehorige Halbwellenlange sogar unendlich, 
d. h. unter diesen Randbedingungen beult der Plattenstreifen stets nach einer einzigen 
Halbwelle aus. Dieser Wert der zur Mindestspannung gehérigen Halbwellenlange 
wird bei zunehmender Einspannung immer geringer und erreicht bei vollkommen 
starrer Einspannung ungefahr den 1-6fachen Betrag der Plattenbreite. 


In diesem Teil der Arbeit werden nur die unversteiften Plattenwerke behandelt, 
bei denen also zwischen den einzelnen Teilplatten keinerlei Stiitzprofile oder Verstei- 
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Abb. 1. Koordinaten und Bezeichnungen beim elastisch eingespannten und elastisch gestiitzten 
Plattenstreifen. 


fungen irgendwelcher Art auftreten, und zwar insbesondere als Erganzung zum I. Teil 
noch das kurzwellige Beulen offener Plattenwerke (offener Profilformen) und die 
in Breitenrichtung abgestufte Rechteckplatte, welche gelenkig gelagert ist. Das 
kurzwellige Beulen offener Profilformen wird der Ordnung halber hier behandelt, 
weil die freien Endkanten verschieblich sind, obwohl sonst alle Innenkanten als gerad- 
bleibend angenommen werden. Dazu braucht man die bereits bekannte Beulbedingung 
des elastisch eingespannten freistehenden Plattenstreifens; fiir die Anwendung der 
im I. Teil der Arbeit gezeigten Steifigkeitsmethode zur Berechnung der kritischen 
Mindestspannung des gesamten Plattenwerkes ist es jedoch noch vorteilhafter, den 
zum auBersten Plattenstreifen benachbarten Teilplattenstreifen hinzuzunehmen und 
den sog. elastisch eingespannten gebérdelten Plattenstreifen (s. weiter unten) zu 
betrachten, dessen kritische Mindestspannungen auch sonst fiir Abschatzungen gute 
Dienste leisten. 


In weiteren Fortsetzungen sollen das regelmaBige geschlossene Plattenwerk groBer 
Seitenzah] (Polygonrohre) behandelt werden und schlieBlich der versteifte Platten- 
streifen in einer von der bisherigen Behandlung abweichenden Form, die in einfacher 
Weise gute Naherungen fiir die kritischen Werte liefert. 
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2. Differentialgleichungen und Randbedingungen des Problems. 


Fir einen Teilplattenstreifen des Plattenwerkes werden nach Abb.1la und b 
folgende Bezeichnungen und Abkiirzungen eingefiihrt: 


cha | Sia Koordinatenrichtungen. ) 

U, Vv, WwW Zusatzverschiebungen im Augenblick des Ausbeulens. 

L Lange des’ Plattenstreifens (= Lange des Platten- 
werkes). 

a Plattenbreite. 

8 Plattendicke. 

E Elastizitatsmodul. 

y Querkontraktionszahl. (1) 

—s Dehnsteifigkeit. 
Geet Plattensteifigkeit. 
12 (1 — 2) g 

of =% a = 5 oe sls Bezugsspannung (= Mindestbeulspannung des beider- 
seitig gelenkig gelagerten Plattenstreifens). 

wa Mittlere Druckspannung (manchmal auch o, — Sigma 
kritisch — genannt). 

Randwerte: 

U4 Up, V4 UB, Wa WR Randverschiebungen. 

M,M, Randmomente (pro Langeneinheit). 

Q4%9z Erweiterte Randquerkrafte (pro Langeneinheit; nim- (2) 
lich um die Kirchhoffschen Ersatzscherkrafte). 

N,Nz Normalkrafte. 

Lyles Schub- (Langs-) Krafte. 


Im Augenblick des Ausbeulens ergeben sich fiir die Zusatzverschiebungen w, v,.w 
eines Punktes der Plattenmittelflache folgende Differentialgleichungen : 


1—-y l+y 
Uso as, oa Uyy z 2 Vary = 0, | 
4 1l+p Onre. 
Vyy oe oa Vga + git Uny——h -Uze =9, ¢ (3)1-3 


AAw + 8 Wen = 0. | 


Sie stellen nichts anderes als die Gleichgewichtsbedingungen eines Plattenelementes 
in den drei Koordinatenrichtungen dar, (3),_, sind die ,,Scheibengleichungen* 


lope isa 
aa + ay —° | (4) 
1-2 
oT Ooy “m8 prs 


dabei bedeuten, o,¢,1 die im Augenblick des Ausbeulens auftretenden Zusatz- 
spannungen der Mittelflache. Sie konnen nach bekannten Saitzen am unverformten 
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Element betrachtet werden, dagegen ist fiir die von auBen gegebenen Spannungen 
die beim Ausbeulen auftretende Verformung zu beriicksichtigen, infolgedessen tritt 
auch noch der Knickterm —o, 5/D-+v,, zu den tbrigen Gliedern der zweiten 
Gleichung hinzu. 

Die Beziehungen zwischen den Zusatzspannungen und den Verschiebungsableitun- 
gen sind im Augenblick des Ausbeulens weiterhin noch in linearer Weise annehmbar, 
es gilt nach dem Hookeschen Gesetz 


Ox ae + vé&) = =a age (Uw, + ¥ Vy), 
Oy =e (ey + bn) = ae (Oy HY ed, (Bics 
CG ie HE (Uy + Vz): 
Damit werden die Ausdriicke fiir die Randwerte 
Ni4g= 6548 =D (055-0 es), (6) 
Ly = tas = +" D (tty + Va)a- (7) 
usw. Fiir die Randmomente und Randquerkrafte gilt nach bekannten Formeln 
My, =—K (Wyy + % Wee), (8) 
Qa =—K (Wary + 2 Wees)a- . (9) 


Was die Randbedingungen betrifft, so gibt es nach dem jeweils vorliegenden 
Problem verschiedene Moglichkeiten. Teils kénnen Verschiebungen vorgeschrieben 
sein, teils Randkrafte und -momente, schlieBlich kénnen aber auch die Randkrafte 
und -momente mit den Randverschiebungen (bzw. Verdrehungen) mittels gewisser 
elastischer Konstanten (Einspannziffern, Bettungsziffern) gekoppelt sein. Im folgenden 
werden die Randbedingungen unter der Annahme aufgestellt, daB der Teilplatten- 
streifen einem unversteiften Plattenwerk (z. B. nach Abb. 1c) angehért. Diese An- 
nahme umschlieBt dann als Sonderfall und wichtigste praktische Anwendung die 
offenen und geschlossenen Abkantprofile des Leicht- und Hochbaus. 

Sei «; der Winkel nach Abb. 1c, um den man die positive y,-Achse (entgegen- 
gesetzt dem Uhrzeigersinn) drehen mu8, damit sie mit der y;,,-Achse zusammen- 
fallt, so gelten an dem Langsrand #; die folgenden Randbedingungen: 


Kontinuitdtsbedingungen. 
UB = Uj414s 
Upp = Vj 414 COS O& + W414 SIN &;, 
WzB= —%4148M 0; + W; 414 COS &, (10). 4 
= (Bele 
oy; |B OYi41 | A 
Die Indizes + und 7 + 1 beziehen sich auf die Nummerierung der Teilplatten, 


wahrend B und A andeuten sollen, daB es sich einmal um den rechten Rand (y; = a,) 
und dann um den linken handelt (y;.., = 0). 


Gleichgewichtsbedingungen. 


Lip = Dj 434; 

Nis = Ni 414608 6 + Q;4148in a, 

Q; == — NV ‘ , (11) ;<4 
iB i+14 SIN «; + Q; 414 C08 Oo, 


Miz — Misia 
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Zu diesen Randbedingungen an den Liangsriandern kommen noch die Bedingungen 
an den gedriickten Querrindern hinzu. Im allgemeinen beschrankt man sich auf 
den einfachsten Fall der in z-Richtung unverschieblichen, aber gelenkigen Lagerung 
des Plattenstreifens 


fie == O° und ¢ = LD: Wes OY Taps =O 


und unbehinderte Verwédlbung in Langsrichtung sowie Unverschieblichkeit in 
y-Richtung 
fur ¢ = 0 und.2 = L: Oa all Dies () 


(bei freier Verschieblichkeit in y-Richtung t = 0). Wie die numerischen Rechnungen 
zeigen, haben die Randbedingungen an den gedriickten Randern wenig EinfluB auf 
die Hohe der kritischen Last, sofern die Zahl der Halbwellen der Beulflache gréBer 
als 3 bis 4 wird. Der Einfachheit halber setzt man dies fiir gewéhnlich voraus und 
betrachtet also ein hinreichend langes (,,unendlich langes‘‘) Plattenwerk. Fiir die 
Verschiebungen wird dann Periodizitat in x-Richtung verlangt. Die Halbwellenlange / 
stellt sich so ein, daB o,, einen Minimumswert besitzt, sie bestimmt sich aus der 
Zusatzgleichung 
do, 


at = 0. (14) 


Fiir ein endlich langes Plattenwerk muB J = L/m sein, wo m eine ganze Zahl dar- 
stellt. Im allgemeinen sind hier die méglichen Abweichungen der kritischen Mindest- 
spannung von der oben erwahnten fiir das unendlich lange Plattenwerk nur gering, 
so daB dieser Wert stets als eme Naherung (untere Schranke) genommen werden kann. 

Die allgemeine Aufgabe besteht nun darin, die Lésungen wu; v; w; des fiir jeden 
Teilplattenstreifen angeschriebenen simultanen Gleichungssystem (3),_; unter den 
Randbedingungen (10,_, und (11),_, zu finden. Beschrankt man sich auf das hin- 
reichend lange (,,unendlich lange‘) Plattenwerk, so miissen die Verschiebungen 
periodische Funktionen von x sein. Die Lésungen von (3),_, sind zwar wohlbekannt, 
nach Einfiihrung der Airyschen Spannungsfunktion ® (6, =@,,; o, = Dye; 
t =— @,,) und Vernachlassigung des im elastischen Bereich ohnedies bedeutungs- 


losen Knickgliedes — o,, s/D+ vz, (gegeniiber — Vz) lassen sich die beiden ersten 


Gleichungen auf die Bipotentialgleichung 44 = 0 zusammenziehen, aber sie sind 
von so allgemeiner Gestalt, da damit fiir die effektive Ermittlung wenig gewonnen 
ist. Macht man dagegen einen plausiblen, durch Versuchsergebnisse fundierten Ansatz 
fiir die Verschiebungsfunktionen mit noch zu bestimmenden Freiwerten oder Funktio- 
nen, so erhalt man stets nach einem allgemeinen Theorem nur obere Schranken fiir 
die Eigenwerte o,..., d. h. fiir die Druckspannungen im kritischen Augenblick und 
hat nun zusatzlich Untersuchungen anzustellen, wie gro der mégliche Fehler ist, 
was gewohnlich durch Auffindung von unteren Schranken geschieht. 

So findet man leicht eine partikulare Lésung durch den Ansatz von einfachster 
periodischer Form 


CLD. Y) = cos =. U (y), | 


v(x, y)=sin=*-V(y), ¢ 1=L/m;m ganz. (15),-s 


w (x, y) = sin=*- W (y), 
Der Ansatz erfiillt die obigen Randbedingungen an den Querrandern, durch Einsetzen 
in (3),-, erhalt man zunachst fiir die beiden Funktionen U und V die gewéhnlichen 
Differentialgleichungen 
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72 


ung peat ame AN 


ie 2M 
A a {[1—v»v One l+v % zr a 
Laver ae ( 2 D )v Tes apace 
und die zugehorige charakteristische Gleichung lautet_ 
me Orn 8 igi Ci tN ae 
xs — 2 of (I me) 4 (1 mn) = 0. (17) 


Bezeichnet man mit ~,,, bzw. x,,, folgende Wurzelausdriicke 


Vi — 5) V0 a as 


mas wt 
44159 Sg %4,2 


(A = l/a bezogene Halbwellenlange) (sie sind reell, solange a < 1, also praktisch 
immer), so schreiben sich die Lésungen fiir U und V 


U (y) = AM Sin 4 + BO Cof 24 + Cm Sin 24 + DO Gof = 


(19), -2 
V (y) = A Sin 44 ae + BO Co} == me + C® Gin 44 “ad + D Coj = 
Dabei bestehen zwischen den acht Koeffizienten A™ A... die folgenden vier 
Bedingungen, welche man durch Einsetzen von (19),_, in (16),_, erhalt 
(u) — (v) ) 
po oete EN, 
ai : ? : 2 
oF Vass mes . (20), -4 
C® = , Do, a Mee: 
D™ = g, OM, ) 
Fir W (y) ergibt sich die Differentialgleichung 
aie GE ee cap met Oms “al 2 
Wh — 25 W" +2 (1 2a" 4) Ww =0. (21) 


Nach Einfiihrung der Wurzelausdriicke «,,, bzw. «,,9 und weiterer Abkiirzungen 


a= |/ Vt 5 41 =) 2 aoa bs 


2 g2 ( a2 
Bezugsspannung o* = sae = — 5 A=lTla; 
as ir tee = ' M2=7V8 +1; B=2A Vo/o*; (22) 


kann man die Lésung fiir W (y) anschreiben: 
W (y) = AM Gin @4 + BO Coj = “2 + OM sin “2% + Dw cos “24%, (23) 
a a a 


Fir jede Teilplatte des Plattenwerkes sind somit acht Integrationskonstanten 
unbekannt, insgesamt 8 n, wenn n die Anzahl der Teilplatten betragt. Genau soviele 
Randbedingungen stehen aber in den fiir jeden Langsrand R, angeschriebenen Glei- 
chungen (10), _, bzw. (11),_, zur Verfiigung, gleichgiiltig ob ein geschlossenes oder 
offenes Plattenwerk betrachtet wird. Die Gleichungsdeterminante dieses linearen 
homogenen Gleichungssystems gleich Null gesetzt, ergibt die gewiinschte Knick- 
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oder Beulbedingung, aus der man die kritische Druckspannung o,, in Abhangigkeit 
von den aueren Daten berechnet werden kann. 

Wie man leicht einsieht, ist die numerische Auswertung dieser Losung auch bei 
den einfachsten Plattenwerken ein aussichtsloses Beginnen. Die Knickbedingung 
ist transzedent, die kritische Spannung in komplizierten Wurzelausdriicken einge- 
schachtelt und die Halbwellenlange J ist noch so zu bestimmen, da8 o,, ein Minimum 
wird. Somit liegt es auf der Hand, daB selbst eine genauere Theorie vereinfachende 
Annahmen trifft und zu diesen gehéren z. B. die Fille des Euler- bzw. Verdrehknickens 
und das im I. Teil behandelte kurzwellige Beulen. 


3. Differentialgleichung und Randbedingungen der w-Gruppe. 


Ein weiterer Sonderfall, welcher nun behandelt werden soll, ergibt sich unter 
der Annahme, dai wohl Verschiebungen der Langskanten, aber nur in z-Richtung, 


Ws 


SRLS 


Wess 
SS 


Abb. 2. Beispiele zum Sonderfall der alleinigen Beriicksichtigung der Randbedingungen der 
w-Gruppe. 


auftreten und die Verschiebungen w und v weiterhin als von héherer Ordnung klein 
gegentiber w vernachlassigt werden. Als Anwendungen hat man hier die gelagerte 
Rechteckplatte mit in Breitenrichtung abgestufter Wandstarke, den einseitig elastisch 
eingespannten (aber starr gestiitzten) freistehenden Plattenstreifen, ferner die an 
den Langsrandern durch Rippen elastisch eingespannte und elastisch gestiitzte Platte, 
sofern nur Knicken in z-Richtung betrachtet wird u.a.m. (Abb. 2). Ebenfalls mit 
den Resultaten dieses Sonderfalles kann man das kurzwellige Beulen des elastisch 
eingespannten gebérdelten Plattenstreifens behandeln (Abb. 2), d. h. wenn also 
das Bérdel relativ gro8 genug ist, um das Geradebleiben der Langskante zu gewahr- 
leisten, ferner aber auch ein hinreichend groBes Wandigkeitsverhaltnis h/t besitzt, 
um als Plattenstreifen und nicht als Stab oder Rippe aufgefaBt zu werden (Ver- 
nachlassigung der Querschnittsverwélbungen, Berticksichtigung der Durchbiegun- 
gen w). Ist das Bordel klein und dick (massiv), so wird man es zweckmabig als Stab 
(Rechteckrippe) behandeln, welcher die Platte versteift. Die versteiften Platten- 
werke werden in einer weiteren Fortsetzung dieser Arbeit behandelt werden. 

Ganz entsprechend den obigen Uberlegungen hat man nun fiir jede Teilplatte 
eine Differentialgleichung (3), und an jedem Langsrand vier Randbedingungen usw. 
Diese Methode zur Bestimmung der kritischen Druckspannung soll jedoch nicht 
weiterverfolgt werden, sondern ein formal etwas anderer Weg eingeschlagen werden, 
der die Ergebnisse in einer tibersichtlichen und auch fiir die numerische Rechnung 


giinstigen Form bringt. 
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; : é 
Mit der Lésung (23) ergibt sich fiir den Neigungswinkel %4 = (=) und 


a oy A 
( 
a oy |B 


Ww 
D4 = MM," Az ri M, =: 4,——— B, Ry prlere 
w w (24),-» 
ing He a, Ne ee 
und fiir die Randquerkrafte Q4=—K (Wyyy + 2— PY Weey)a und Op = — K (Wy yy + 
+ 2— ¥ Weay)B 
04 te se By in Be Oe ee 
2 Ww w (25)1-2 
a B 
Qe = — Maz Bi + Ms] B.—G: KOR 


Dabei bedeuten A, A, B, B, C, C, folgende transzendente Funktionen von «a, und «, 
[damit auch von a/o*, 1; vgl. die Abkiirzungen in (22)], welche von nun an als Haupt- 
funktionen bezeichnet werden sollen, da sie fiir die numerische Auswertung eine 
fundamentale Rolle a 


= Bee ROL 
aie oy? = ae Sin oe 
ad! ale ss RS 
aster oP (= Ig x ara 
= % P O14 
Les ow, om [see Xs a9 Gin i), (26) 
pe og Xp Pe ss “0)1-6 
One om Tq ay tZ a» |} : Hie 
ae Ogee A ¢ Wate eo aah we 
C1, o,? oe (2 at. GSH eS age 
— 1 Og «Oe 
oS Oy? + O69? (a Oy tg a }” J 


(vgl. FuBnote 1, wo bereits die beiden ersten Hauptfunktionen, abgesehen von einer 
Vorzeichenumkehrung, eingefiihrt wurden). 
Fiibrt man nun elastische Konstanten gema8 folgender Definition ein: 
Ms =—m™, 94, Qa =1a Wa, (27) 
Mz =—mgz 9p, Op = —71p vz; 

dabei wurden die Vorzeichen so festgelegt, daB bei einer Verdrehung entgegen- 
gesetzt dem wirkenden Aktionsmoment der Plattenstreifen als positiv eingespannt 
betrachtet wird, analog bei der elastischen Stiitzung. Weiterhin werden die folgenden 
dimensionslosen Verhaltnisse eingefiihrt: 


3 ; 
ina ty og ee 
LA K ’ OA K ) paar, Ge — 
Mpa TR as Wp (2 ) 
eB a SE ee 


und man erhalt aus (24),_, und (25),_, die vier Gleichungen 
O4 (1 +4 Ay) + Op up Ay + o4 B,— oy B, = 0, 
34 us Ay + Op (1 + ux Ar) — og B, + wp B, = 0, 
34 Hs B,— Oy uy By + 04 (C2— 04) + op C, = 0, (29); —4 
D4 Us By— Op uz B,— wy C,—oz (Cp— 03) = 0. 
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Von nun an sollen die elastischen Konstanten m4, m,, 74,7, von der Dimension einer 
Last bzw. Flachenlast als Einspannziffern bezeichnet werden, bzw. Stiitzziffern, 
wahrend fiir die dimensionslosen Verhaltnisse 4, “pg, 04, 0g die Namen Einspann- 
zahlen bzw. Stiitzzahlen gebraucht werden. Man beachte die Unterscheidung. 

Die vollstandige Knickbedingung des elastisch gestiitzten und elastisch einge- 
spannten Plattenstreifens lautet dann ausgeschrieben: 

— U1 + (44 + Us) Ay + Ma Me (A — A,?)] [(02 — OY) — ) 

— (@4 + ez) Cz + 04 On) + 

+ pe [By + wa (A, B, + Ay B,)] 

+ wp [By + wa (A; By + A, B,)] 

+ Ha [By + wp (A, B, + Ap B,)] [{B, Cy + B, C2) — op By] + 

+ fa [By + up (Ay B, + A, B,)] [(B, C, + By C1) — e4 By] — 

— Ba bp (B,* — BY)? = 0. ) 
Durch Spezialisierung gewinnt man simtliche bekannte Falle, bevor jedoch die 
einzelnen Beispiele behandelt werden (s. weiter unten), sollen die Reihenentwick- 
lungen und Grenzwerte der Hauptfunktionen, welche fiir die numerische Rechnung 
bedeutungsvoll sind, angegeben werden. 

Beachtet man die Partialbruchzerlegungen von 


(B,C, + B,C yea 


) 1) 
)] (By C, + Bz Cy) — e4 B.| +} (30) 
) 2) 
) 1) 


Xe 


= 2 
Se a ee NY 1)" Xs 


sin a : 2 — 1? a?” 
oe 
Xs + + 2, +27... (31) 
= 2 
OX OK" . 
— = b+ 2 wae 272? 
t2 a fet Xn — 12 2 
ae r=1 ~ J 


und die analogen Reihen fiir die entsprechenden hyperbolischen Funktionen, so 
wird z. B. 


lee) 
." 1 Oy Be —2 » 7? we? (o%4® + O47) 
A tet og? \ Sq oy tZ aX» O47 + O47 — (a2 + 7? 21?) (xg? — r? 2?) * 


Rechnet man den Nenner eines allgemeinen Gledes unter Beriicksichtigung der 
aus (22) folgenden Beziehungen 


m8 4 { 4 c/c* UN Py Dart 
ae a (8? —1) =a4 (53> — sa); Oy? — Xp" = 2 
aus, so wird schlieBlich : 1 \ 72 72 
a 2 x = a/o* —o,/o0* 
— 


o,/o* bedeutet dabei den bezogenen r-ten Eigenwert (d. h. die bezogene kritische 
Druckspannung) des beiderseits gelenkig gelagerten Plattenstreitens, welche 
nur noch von der bezogenen Halbwellenlange 2 = //a abhangt, 


oat = z (5 4 i i)’ (32) 


Weiterhin interessieren stets die Grenzwerte fiir 2 = oo. Hs ist dann a, = a, = 0 
und man geht von den Reihenentwicklungen fiir kleine Werte von «, und a, aus 


My a Tot | Bla! 

ain. &y, Dirt ee Pea TER PDO 
eee | X9” Oy! 2 8 

bie cae 3 45 945 


(analog fiir die hyperbolischen Funktionen). 
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Die folgende Zusammenstellung gibt nun zuerst die Partialbruchentwicklungen 
und dann die Reihenentwicklungen fiir 2 = co nach Potenzen von 2?//* fortschreitend 
(es werden nur die beiden ersten Glieder gebraucht): 


co 
u in 1 
Ae oe te) poset 


(prsal 


1 ‘ 7? 72 
A 2 a? py o/o* — o,/0* ’ 
f= - 
co 4 o[o* — v2? — 
B,=-1+2 pa 1)" a/o* — a,/o* ; 
r= 
co 4 o/o* — vr? — (33) 
B,=1+2 > a/a* — a,/0* % 
r=1 
] 1 
2a—»2|,. 1 ae Theron [len ee 
C= a 1+ yy Cab * * ? 
22 2 : clo" 1a,/o 
r= 
1 
2(1—») a2 1 ory Malet t+ (4 cio" ae ee 
Cy = Ve a pay o/o* — o,/0* 4 
T= 
O/G8 > a6. | 
Mitek ay he) ees Cee ik. } 
Aya © tayen eo) ert 
ads vee *_ 2) t 
4-54 oe? CIO ea pce 
ane {Ee v 
Jago baa +(e mi o[o* — = Jot 
: (34).-¢ 
pees cae 4 
" 2 \ 45 


7 sjo* — 2] spent 
C= |¢7 ojo* + 2(1—»)| en 
2.4 
C, = FF x ofo*—2(1—») | +... 

Die Partialbruchentwicklungen entsprechen nichts anderem als der Entwicklung 
der Durchbiegungsfunktion w = w (a, y) des inhomogenen Problems (elastisch ein- 
gespannter und gestiitzter Plattenstreifen) nach den Eigenfunktionen des homogenen 
Problems 

AAw + *%* we2=0 


fur y¥ = 0 und y =a: W = Wy» = 0; 


4. Beispiele und Anwendungen. 


Fiir das kurzwellige Beulen offener Plattenwerke werden insbesondere die Beul- 
bedingungen des einseitig elastisch eingespannten freistehenden und gebdrdelten 
Plattenstreifens gebraucht. Fiir den einseitig elastisch eingespannten (aber starr 
gestiitzten) freistehenden Plattenstreifen der Breite h (Abb. 2) ist “4 = Ma, 
Op = 005 My = Op = O (freie Lingskante), somit nach (30) 


1+ 4,4.) 0,— B{i=0) 3.1 eee 
(1 + un Ae) Ce 1 Hn aE as 
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(der Querstrich soll andeuten, daB alle GréBen auf die Platte mit der Breite h und 
der Dicke t bezogen sind, s. weiter unten, wo die Ergebnisse weiterverwendet werden). 


Der gelenkig gelagerte freistehende Plattenstreifen, fiir den also 7, = 0 gilt, 
beult stets nach einer einzigen (unendlich langen) Halbwelle aus, 4 = oo, der zuge- 
horige Minimumswert der kritischen Spannung wird durch Nullsetzen des Koeffizienten 
von z?/#? in der Reihenentwicklung (34), fiir C, erhalten [ist namlich @ (A, o/o*) = 0 
die in impliziter Form gegebene Beulbedingung, so tritt zur Bestimmung der Mindest- 
spannung die zweite Bedingung 0®/0,4 = 0], 


<n ajo* — 2 (1—») =0, 
er betragt also 
Bae 


= 20 +0) 


tha 
ae. Re? (36) 
und steht somit in Ubereinstimmung mit dem bekannten Ergebnis der Verdrehknick- 
spannung eines rechteckigen Stabes von der Breite h und der Dicke ¢ 


Op = GIp/I, 
(GIy Drillsteifigkeit; J, polares Tragheitsmoment um die Drehachse). 


Beim einseitig elastisch eingespannten gebérdelten Plattenstreifen (Abb. 2) 
gilt einmal fiir den Plattenstreifen OA (stets unter der Voraussetzung, da die Langs- 
kante A gerade bleibt) wp = uw; M4 = Ma; Co = C4 = © Und somit nach (30) 


1 + (w+ pe) As + pte (A? — A?) = 0, 
d. h. 
= liwa 
pee: A, +uy (47 — 4) é ay 


Nun ist bei gleicher Wandstarke von Plattenstreifen und Béordel die Platten- 
biegesteifigkeit K, = K, = K und dadurch besteht zwischen den Einspannzahlen yp, 
und yz, folgende Beziehung, wenn man bedenkt, dai m, = — m, ist (wird das Bérdel 
positiv eingespannt, so regt es den Plattenstreifen zum Beulen an, und umgekehrt) 


ns i 
La = ; ea ae Ai Ln (38) 


(x = Bordelhéhe : Plattenbreite). Man erhalt dann aus (38) nach Einsetzen von (35) 
und (37) die Beulbedingung des einseitig elastisch eingespannten gebordelten Platten- 
streifens e i 
Ld Bl ie ae” eee (39) 
A, + mw (A? — A,’) 2, Be— A, Oy 


Bei gegebener Einspannzahl und Bordelverhaltnis x hangt die bezogene kritische 
Spannung noch von der Halbwellenlange J (bzw. von /) ab. Fir wp =— 3 existieren 
kritische Mindestspannungen, welche in Abb. 3 dargestellt sind. Ftir den frei- 
stehenden ungebordelten Plattenstreifen gilt dies analog fiir 4 20. Infolge der kleinen 
Werte fiir den freistehenden Plattenstreifen wurde der Ordinatenmakstab vergroBert. 
Als Scharparameter wurde das Bordelverhaltnis x = h/a angenommen, die Kurven 
entsprechend den Parameterwerten bis h/a = 0°3 sind schwacher gezeichnet, da 
bis zu diesem Verhaltnis die Stiitzung der Langskante A durch das anschlie- 
Bende Bordel sicher gering ist und daher die Annahme iiber das Geradebleiben 
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der Kante A nicht erfillt ist. 
Wenn man jedoch die Stiitzung auch 
fiir diese kleinen Bérdelverhaltnisse 
von auBen her erzwingt (durch La- 
gerung), so entspricht dem Grenz- 
fall h/a = 0 die gelenkige (und un- 
verschiebliche) Lagerung der Platte 
OA an der Langskante A. Man er- 
kennt, da ein gebérdelter Platten- 
streifen mit h/a = 0°3 bis 0°4 an- 
nahernd dieselben kritischen Min- 
destspannungen liefert, wie ein 
rechtsseitig gelenkig gelagerter Plat- 
tenstreifen, und zwar fiir alle EKin- 
spannzahlen. Diese Bemerkung kann 
fiir die Abschatzung  versteifter 
Plattenwerke von Nutzen sein, weil 
z. B. bei den Normprofilen im 
Leichtbau die auftretenden Bordel- 
verhaltnisse tatsachlich zwischen 
0°25 und 0°35 schwanken und die 
Wirkung des Bérdels einer gelen- 
kigen und unverschieblichen Lage- 
rung gleichkommt. 


-4 =2 0 2 ¥ 6 r; et Um die Grenzwerte der kriti- 

= schen Mindestspannungen des gebér- 
Abb. 3. Kritische Mindestspannungen des gebérdelten delten Plattenstreifens ftir 2 = co 
und des freistehenden Plattenstreifens unter zentri- zu berechnen, benutzt man wieder 


schem Druck in Abhangigkeit von der Einspannzahl gio Reihenentwicklungen (34). Gl 
fw und dem Boérdelverhiltnis h/a. (39) wird dann ; ; 


be a 8 2 2 m4 Es 
eet 7 a a 5 ot Fey Sa — 9g [7* —§ aaa ae 
(1 3 | + #9 (gap  o/o ie) + 1 elas 2(1 > ee 
1 l a ral Z ns EE ae oe ha, Ses : 
(s+ 5) + ete. ‘ L689 


wobei die Punkte Ausdriicke andeuten, die nicht weiter interessieren. Der Quer- 
strich soll wieder andeuten, daB die bezogenen GrdBen fiir das Bérdel der Breite h 
und der Dicke t = s zu nehmen sind. Nun ist 


rie at 4; ofo* = x2+ o/o* (40) 


und man erhalt 


72 


Mt 8 Ae 2 h\ we 
(1 +4) a: er auoies is) (1 r 4) pelos) ie 


5 d ; i 
3 Te? Oyo 2(1 »)| (5 ~ e +... 


Durch Nullsetzen des konstanten Gliedes folgt 
u=—3 (41) 


(wie oben bereits erwaihnt), d. h. der elastisch eingespannte gebédrdelte Plattenstreifen 
beult unabhaingig vom Bordelverhaltnis bei dieser Einspannzahl in eine einzige un- 
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endlich lange Halbwelle aus. Der zugehérige Grenzwert der kritischen Mindestspannung 


wird durch Nullsetzen des Koeffizienten von z2//? erhalten und betrigt 
21 5(1—»)x+4 


le “ ove rs 
o/o In 3sn° + 8 


(42) 
(vgl. Abb. 3). . 3 

Auch fiir viele andere Beispiele liBt sich die Darstellung (24),_, und (25),_. unter 
der Bentitzung der Hauptfunktionen mit Vorteil verwenden,? wie nun fiir die gelenkig 
gelagerte Rechteckplatte mit in Breitenrichtung abgestufter Wandstirke (z. B. durch 
AufschweiBen verstirkt) gezeigt werden soll. Handelt es sich z. B. nur um eine Stufe 
(Abb. 2) und werden alle Gréfen und Funktionen, welche sich auf die eine Teilplatte 
beziehen, durch einen Strich ' gekennzeichnet, analog fiir den zweiten Teilplatten- 
streifen durch einen Doppelstrich ’’, so folgt aus der (negativen) Gleichheit der Nei- 


gungen an der zusammenstoBenden Laingskante 3,’ = — #,'’ nach (24), und unter 
Beriicksichtigung von M,’ = Mz” =0, wy’ =w,;'’ = 0 (gelenkige, aber unver- 
schiebliche Lagerung an den Aufenrandern) 
, a’ , a’ ur / 1 , 1 tt 
Ms (fe A, + +7 As )—wp (= By + sr Be =O (43) 
und analog aus der Gleichheit der Querkrafte Q,’ = Q,4"' 
ie ne, BD i ef pry ee ae 
My! (5 Bs + Gr Bi’) —a0s' (Sa Co’ + Gor Ca") = 0. (44) 


Die Beulbedingung ist dann die Determinante dieses linearen homogenen Gleichungs- 
systems und lautet 


(By +S, By”) (Bi +S, 3 Br’) — 
” ’ 13 113, 
aa (4, ae os A,") (cy a ee 0," = 0. (45) 
Neben der kritischen Spannung und der Halbwellenlange (bzw. den entsprechenden 
Verhaltniszahlen) gehen noch die Verhaltnisse a’/a’’ und a’ K’’/a’’ K’ in die Beul- 
bedingung ein, ganz wie die entsprechenden Ausdriicke beim analogen Problem des 
zentrisch gedriickten Stabes mit abgestufter Biegesteifigkeit (vgl. etwa ‘). 
SchlieBlich stellt Gl. (30) die vollstandige Knickbedingung eines durch elastische 
Trager an den beiden Langsrandern gestiitzten Plattenstreifens dar,> wenn man sich 
auf die Knickung in Richtung der z-Achse beschrankt und fiir die Einspann- und 
Stiitzzahlen folgende Ausdriicke einsetzt, die neben den Querschnittskonstanten 
der Rippe noch von der kritischen Spannung und der Halbwellenlange abhangen. 
Bei zentrisch angebrachten Rippen von doppelt-symmetrischer Querschnittsgestalt 
(Abb. 2) lautet am Plattenrand B die Gleichgewichtsbedingung in z-Richtung 


4 d2 
(EDz 5 +oF3 se + Qs = 0; 


beriicksichtigt man den periodischen Ansatz fiir w und fihrt nach (27) bezogene 
GroBen ein, so wird 
(46) 


we ET Aszi2 «VB _ 

Cn =(For 7B. (G8e-o%s) 8 

(analog fiir die Kante A) (F Rippenquerschnitt, J Tragheitsmoment der Rippe um 

die y-Achse). Man erkennt, daf fiir o < og, wobei oy die Eulersche Knickspannung 
der Rippe (der Lange 7) bedeutet, die Stiitzzahl eine positive wird. 


3 Am Schlu& der Arbeiten wber die kritischen Spannungen der Plattenwerke wird eine 


numerische Tabellierung gegeben werden. 
4 J. Ratzersdorfer: Die Knickfestigkeit von Staben und Stabwerken, S. 280. Wien. 1936. 
5 L. Rendulic: Ingenieur-Arch. 3, 447 (1932). — E. Chwalla: Ingenieur-Arch. 5, 54 (1934). 
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Ganz entsprechend ergibt die Gleichgewichtsbedingung gegen Verdrehen 


rhe Gir am? HC 4 x4 ile o|o*) (47) 


Ss | pees 
a2 = (Fp ak ' # @®K Babs A, B 


[GI (Saint-Venantsche) Drillsteifigkeit, HC Wé6lbwiderstand, J, polares Tragheits- 
moment]. Die Einspannzahl ist positiv, solange der obige Klammerausdruck groBer 
Null ist, d. h. solange 
GIn + BO, 


iS — OD 
Ty 


die kritische Spannung ist dann kleiner als die Drillknickspannung der Rippe (vgl. °). 


An dem Eingehen der kritischen Spannung und der zu erwartenden zugehorigen 
Halbwellenlange in die Randbedingungen erkennt man die Bedeutung des Wechsel- 
spiels zwischen Rippe und Platte fiir den Knickvorgang. Die versteiften Plattenwerke 
sollen in voller Allgemeinheit in einer weiteren Fortsetzung behandelt werden. 


5. Naherungswerte fiir die kritischen Mindestspannungen offener und 
gebordelter Plattenwerke. 


Die im I. Teil der Arbeit! angegebene Methode zur naherungsweisen Ermittlung 
der fiir die Praxis maSgebenden kritischen Mindestspannung geschlossener bzw. 
unverschieblich gelagerter Plattenwerke kann nun mit den Ergebnissen tiber den 
elastisch eingespannten freistehenden und den gebdrdelten Plattenstreifen sofort auf 
die offenen bzw. gebérdelten Plattenwerke erweitert werden, wenn nur die Annahme 
des angenaherten Geradebleibens aller Langskanten (natiirlich mit Ausnahme der 
frei verschieblichen Endkanten) erfillt ist. Zur Ermittlung des Naherungswertes 
wird also auf die Gleichheit der Wellenlangen in den einzelnen Teilplattenstreifen 
verzichtet und nur die (negative) Gleichheit der Einspannziffern aufrecht erhalten. 
_ Fur die weitere Behandlung braucht man dann nur die kritischen Mindestspannungen 
in Abhangigkeit von den Einspannziffern zu kennen bzw. von den bezogenen GréBen 
der Einspannzahlen, da sich in jedem Teilstreifen nur diese Spannungen einstellen, 
wenn sich die Halbwellen frei ausbilden kénnen. Fiir ein Plattenwerk ermitteln 
sich die vorlaufig unbekannten Einspannziffern aus den Bedingungen, daB die kriti- 
schen Mindestspannungen in jeder Teilplatte gleich groB sind oder in einem vor- 
geschriebenen Verhaltnis zueinander stehen, wenn die Formulierung des Problems 
so vorliegt. Fiir die Endkanten sind die Lagerungsverhaltnisse vollstandig gegeben, 
man geht daher zur praktischen Ermittlung des Naherungswertes so vor, daf man 
einen ersten Wert o,; bzw. o;/o* schatzt und aus den Diagrammen fiir die kritischen 
Mindestspannungen die Einspannzahl am nachsten Langsrand entnimmt. Durch 
Fortsetzung dieses Verfahrens, wobei die bezogenen Groen stets umgerechnet werden 
miissen bzw. alle Groen auf einen Teilplattenstreifen bezogen werden, gelangt man 
schlieBlich auf einen Wert, der die wiederum bekannte Einspannzahl am letzten 
Langsrand darstellen soll. Ist dieser gefundene Wert gréBer als der gegebene, so war 
der erste Wert o; zu hoch gewahlt und umgekehrt. Dies folgt aus der Monotonie 
der kritischen Mindestspannungen in Abhangigkeit von den Einspannzahlen (vel. 
die Diagramme). Ein zweiter korrigierter Wert o;; wird dann meistens bereits zum 
richtigen Naherungswert fiihren. 


Abb. 5 zeigt das Ergebnis dieser Methode fiir einige der gebrauchlichsten offenen 
Abkantprofile des Leichtbaues, und zwar fiir konstante Wandstirke. Nach der 


° R. Kappus: Drillknicken zentrisch gedriickter Stabe. Luftfahrt-Forsch. 14, 444 (1937). 
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obigen Darstellung wurden die Profile nach der in Abb. 4 gezeigten Weise zerlegt 
gedacht, auf die Gleichheit der Wel!enlaingen in den einzelnen Teilelementen verzichtet 
und die unbekannten Einspannzif- 
fern an der zusammenstoBenden 
Langskante so ermittelt, daB die aus 
den vorhergehenden Diagrammen 
(auch in?) entnommenen zugehdri- 
gen kritischen Mindestspannungen 
in den Teilelementen gleich sind 
(gleichformige Belastung). Fiir das 
Z-Profil mit emem Boérdel wurde nach 
der obigen Bemerkung naherungs- 
weise die Wirkung des Bérdels durch 
eine gelenkige unverschiebliche La- 
gerung ersetzt gedacht. Die Kurve Abb. 4. Zerlegung von offenen Plattenwerken in ein- 
der Mindestspannungen fiir das ge- fachere Teilelemente sine Anwendung des Nahe- 
‘ x Trungsvertahrens. 

wohnliche U-Profil (bzw. fiir das 

Z-Profil; fiir das kurzwellige Beulen spielt es keine Rolle, unter welchen Winkeln die 
einzelnen Teilplatten zusammenstoBen) wurde aus’? entnommen, wo die genaue Berech- 
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Abb. 5. Kritische Mindestspannungen der gebriuchlichsten Leichtbauprofile konstanter Wand- 
stirke unter zentrischem Druck in Abhingigkeit von den Querschnittsabmessungen (vgl. auch 
Abb. 4). 


nung durchgefiihrt wurde. An diesem Beispiel kann man die Giite des obigen 
Naherungsverfahrens nachpriifen. Fiir das symmetrische U-Profil braucht man 


7 @.Kimm: Beitrag zur Stabilitit diimnwandiger U-Profile mit konstanter Wandstarke 
im elastischen Bereich. Luftfahrt-Forsch. 18, 155 (1941). 
13* 
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hierzu nur die Diagrammkurven des beiderseits symmetrisch elastisch eingespannten 
Plattenstreifens und des freistehenden Plattenstreifens. Man erhalt fiir die verschie- 
denen Seitenverhaltnisse b/a: 


b/a 
05 1 15 
untere Schranke (nach obiger Methode) .............. 0:71 0-216 0-102 
bio } gonater’ Wer. 6 4 avs apeiewie oiele ul vlad (15 ein aden Pane ar 0°727 0°221 0°104 
a obere Schranken nach dem f dreighedriger Ansatz ....| 0°736 0:226 07105 
Ritzschen Verfahren zweigliedriger Ansatz....| 0°736 0-227 0°106 


Das obige Naherungsverfahren gibt also etwas schlechtere Werte als das Ritzsche 
Naherungsverfahren, welches aber in jedem einzelnen Falle ungleich mehr numerische 
Rechnung erfordert, wihrend das geschilderte Verfahren nach der allerdings umfang- 
reicheren Ermittlung der Kurven der kritischen Mindestspannungen wenig rechneri- 
schen Aufwand erfordert und fiir alle méglichen Plattenwerke innerhalb verninftiger 


Abmessungen anwendbar wird. 

Ganzlich versagt das Verfahren bei dem freistehenden ungleichschenkeligen 
Winkel (hier wiirde sich an der zusammenstoBenden Langskante stets m4 = 0 er- 
geben, wahrend die kritische Spannung selbst unbestimmt bleibt), dieser Fall ist 
jedoch einfach und mit anderen Methoden bereits in vielen Publikationen behandelt 


worden. 
(Eingegangen am 19. November 1947.) 


Personliches. 
Richard Grammel zum 60. Geburtstag. 


_ Richard Grammel, einer der fihrenden Vertreter der Mechanik in Deutschland und Ordinarius 
dieses Faches an der Technischen Hochschule in Stuttgart, tiberschreitet am 3. Marz 1949 die 
Schwelle zum 60. Lebensjahr. Unter den zahlreichen Gratulanten, die ihm aus nah und fern ihre 
Gliickwiinsche itibermitteln werden, méchten die ésterreichischen Fachkollegen, Ingenieure und 
technischen Physiker nicht fehlen. 

Dem schwibischen Schwarzwalde entstammend, wo er am 3. Marz 1889 in Klosterreichenbach 
das Licht der Welt erblickte, erwarb er nach Beendigung der Hochschulstudien in Minchen, 
Tubingen und Stuttgart den Dr. rer. nat. an der Universitat Tibingen, habilitierte sich zwei 
Jahre darauf fiir Mechanik an der Technischen Hochschule Danzig und lehrte sodann an der 
Universitat Halle. Im Alter von 31 Jahren folgte er einem Rufe als ordentlicher Professor fiir 
Technische Mechanik und Thermodynamik nach Stuttgart, wo er seit 28 Jahren héchst erfolg- 
reiche Lehr- und Forschertatigkeit an seimer heimatlichen Hochschule entfaltet. 

_ Schon vor zwei Jahrzehnten ehrte ihn das Professorenkollegium durch die Wahl zum Rektor 
magnificus; und als nach Kriegsende die Professoren, Assistenten und Studenten ohne Verzug 
in tatkraftiger Zusammenarbeit an das schwierige Werk des Wiederaufbaues ihrer aus vielen 
Wunden blutenden Hochschule gingen, da konnte Grammel, nun zum zweiten Male Rektor, 
bereits im Februar 1946 ihre Wiedereréffnung bekanntgeben. DaB sich auch andere Hochschulen 
bemiuhten, ihn zu gewinnen, braucht bei dem wissenschaftlichen Ansehen, das Grammel in der 
Fachwelt genieBt und das nebst anderen Ehrungen schon 1929 durch Verleihung des Ehren- 
doktorates der E. T. H. Ziirich sichtbaren Ausdruck gefunden hat, nicht besonders hervorgehoben 
zu. werden. 

Seine souverane Beherrschung des Gesamtgebietes der Mechanik und seine besonders den 
technischen Anwendungen der Mechanik gewidmete Forschungsarbeit spiegelt sich in der Viel- 
falt und Art der Probleme wieder, deren Lésungen mit der ihm eigenen Klarheit bis in alle 
Einzelheiten soweit gegeben werden, daf sie auch praktisch verwertbar sind. 

Aus der Fille seiner Forschungsarbeiten sei in diesem kurzen Geburtstagsartikel hervor- 
gehoben:. Das von ihm gestellte und restlos geléste Problem der Umstiilpung und des Durch- 
schlagens von elastischen Ringen, der durch Rechnung und Versuch erstmalig aufgezeigte grund- 
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satzliche Unterschied zwischen Torsion erster und zweiter Art bei der Berechnung der Dreh- 
steifigkeit von Kurbelwellen, sein Verfahren der Frequenz-Funktionen zur Ermittlung der 
Schwingzahlen von Kurbelwellen, ein einfaches Naherungsverfahren zur Berechnung rotierender 
Scheiben beliebiger Profilform, die Untersuchung der Torsions- und Dehnungsschwingungen 
solcher Scheiben und seine Theorie der Knickung von Schraubenfedern. 

‘Zur Lésung technischer Eigenwertprobleme entwickelte Grammel ein den hierfiir bekannten 
Methoden an Genauigkeit iiberlegenes neues Verfahren, das sich auf die Integralgleichung des 
Eigenwertproblems stiitzt und den fiir technische Probleme schitzenswerten Vorzug vollkommen 
graphischer Durchfihrungsméglichkeit besitzt. Die graphische Analysis konnte von ihm um das 
duale Gegenstiick zum bekannten Meifnerschen Verfahren bereichert werden. 

Daneben entstanden eine Reihe von Werken in Buchform. Der schon 1917 ver6ffentlichten 
Monographie ,,Die hydromechanischen Grundlagen des Fluges“ folgte 1920 sein Buch ,,Der 
Kreisel*‘, eine bei aller mathematischen Strenge vorbildlich klare und durchsichtige Lehre vom 
Kreisel mit ihren modernsten Anwendungen. 

Das gemeinsam mit seinem Fachkollegen und Freunde Biezeno (Delft) verfaBte Werk 
» Technische Dynamik*: (1939) kann unbestritten als modernes Standardwerk der Technischen 
Mechanik fir Fortgeschrittene gelten; die darin mit wissenschaftlicher Grimndlichkeit dargestellte 
Maschinendynamik verdankt ihre neuesten Fortschritte in erheblichem Mafe den Forschungs- 
ergebnissen der beiden Verfasser. 

Mit der unter Grammels Redaktion entstandenen dreibindigen Mechanik im Handbuch 
fir Physik (1927), zu der er selbst zwei groBe Kapitel beisteuerte, und mit seiner sorgfaltigen 
Bearbeitung der Abschnitte iiber ,,Theoretische Mechanik‘‘ im Physikalischen Handworter- 
buche von Berliner und Scheel (1932) stellte er mustergiiltige Nachschlagewerke der Mechanik 
zur Verfiigung. Seiner geistigen Anregung verdanken beachtenswerte Arbeiten seiner Schiiler 
und Mitarbeiter ihre Entstehung. 

Die O6sterreichischen Fachkollegen sind dem Jubilar zu Dank verbunden fiir die Bereitwillig- 
keit, mit der er ihnen das von ihm begriindete ,,Ingenieur Archiv“, das als eine der angesehensten 
technisch-wissenschaftlichen Zeitschriften des In- und Auslandes schon auf 18 Jahre seines 
Bestehens zuriickblicken kann, fiir die Aufnahme ihrer Arbeiten offen gehalten hat; wir wiinschen, 
dafi diesem Gelehrten von internationalem Rufe seine beneidenswerte Schaffenskraft ungeschwicht 
noch viele Jahre erhalten bleiben mége. K. Federhofer, Graz. 


Albert Einstein zum 70. Geburtstag 


Verehrt und verunglimpft, bewundert und bek&impft, als Genius gefeiert und vollkommen 
miBverstanden, viel genannt und totgeschwiegen — aber am Ende doch als Sieger, steht der 
heute siebzigjéhrige Albert Einstein im Schmucke seiner weifen Haare vor uns. Gab es doch 
noch keinen GroBen auf dieser Erde, keinen Reformator von Format, wider den nicht erbitterte 
Gegner und Spétter aufgestanden waren, der nicht zu ringen hatte gegen ,,das ewig Gestrige“, 
das immer war und immer wiederkehrt, und morgen gilt weils gestern hat gegolten. ,,Denn aus 
Gemeinem ist der Mensch gemacht und die Gewohnheit nennt er seine Amme.* 


Albert Einstein wurde am 14. Marz 1879 in Ulm an der Donau geboren. Schon ein Jahr spiter 
tibersiedelte die Familie Einstein nach Miinchen, wo Alberts Vater, Hermann Einstein, gemeinsam 
mit seinem Bruder ein kleines Unternehmen betrieb. Hier empfing der kleine Albert von seinem 
Onkel, der Ingenieur war, die ersten Unterweisungen in der Mathematik. Er war kein Wunder- 
kind. Er war schweigsam und zuriickgezogen und hatte auffallenderweise keinerlei Freude am 
Soldatenspiel. Nach der Grundschule besuchte er das Gymnasium, vor dessen Beendigung 
jedoch der Vater in geschaftliche Schwierigkeiten geriet, das Unternehmen schlieSen und ver- 
suchen mute, sich in Italien eine neue Existenz aufzubauen. Albert blieb zunachst noch in 
Minchen, fihlte sich jedoch unter der strengen Zucht des nach preufischem Muster ausgerichteten 
Gymnasiums nicht wohl und verlie8 unter etwas dramatischen Umstinden noch vor dem Abitur 
die Schule, um seinen Eltern nach Italien zu folgen. Gleichzeitig gab er die deutsche Staats- 
birgerschaft und die Zugehérigkeit zum jiidischen Glaubensbekenntnis auf. (Er hat beides spiter 
wieder erlangt.) Doch in Italien konnte er nicht Fuf fassen, weshalb er sich bald nach der Schweiz 
begab. Schon war seine auSerordentliche mathematische Begabung offenkundig. Das half 
jedoch nichts, bevor er an der Eidgendssischen Technischen Hochschule in Zirich inskribieren 
konnte, muBte die Reifepriifung abgelegt werden. Die Hochschule, wo damals Minkowski 
wirkte, war bald absolviert und Einstein bewarb sich nun auch um die Schweizer Staatsbirger- 
schaft. Aber jetzt wurde das Geld knapp, und erst als er durch Zufall eine Stelle als Gutachter 
am Eidgenéssischen Patentamt in Bern erhielt, waren die Sorgen gebannt. Nun fand er neben 


198 Personliches. 


seiner beruflichen Tatigkeit Zeit und Mufe, sich mit physikalischen Problemen zu beschaftigen 
und so entstand in aller Stille, neben anderen Arbeiten, die spezielle Relativitatstheorie. 

Es war lange bekannt, daf fiir die mechanischen Vorginge ein Relativitatsprinzip gilt. Von 
zwei gegeneinander gleichférmig-geradlinig bewegten Inertialsystemen ist mechanisch keines 
vor dem anderen ausgezeichnet. Aber es schien zunachst, als ob ein bestimmtes System optisch 
ausgezeichnet sein mite, n&émlich jenes, das im Ather ruht. Nur gegenitber diesem System 
konnte sich, so meinte man, das Licht nach allen Richtungen mit der gleichen Geschwindigkeit 
ausbreiten. Der Versuch, fiir die bewegte Erde eine Asymmetrie der Lichtausbreitung nachzu- 
weisen, verlief jedoch negativ (Michelson). Darauf grimdete Einstein seine Behauptung, daf 
das Relativitaitsprinzip nicht nur fir mechanische, sondern fiir samtliche physikalische Vorgange 
gelte. Dies hat jedoch zur Folge, da8 Raum und Zeit ihren absoluten Charakter verlieren, dab 
also raumliche Abstiinde und Zeitintervalle von gegeneinander bewegten Beobachtern im allge- 
meinen verschieden groB gemessen werden. Einstein machte klar, daB dies wohl unserer Denk- 
gewohnheit, keineswegs aber der Denknotwendigkeit widerspricht. 

Die Ergebnisse dieser Untersuchungen, die unter anderem die beriihmte Feststellung von 
der Tragheit der Energie enthielten (die spater in Gestalt der Atombombe eine so schauerliche 
Bestatigung fand), veréffentlichte Einstein im Jahre 1905 und lenkte damit mit einem Schlage 
die Aufmerksamkeit der gesamten physikalischen Forscherwelt auf sich. Er habilitierte sich 
zunichst als Privatdozent an der Universitat in Bern, erhielt aber schon 1909 eine auBerordentliche 
Professur fiir theoretische Physik an der Universitat in Ziirich. Doch schon im folgenden Jahr 
erfolgte ein Ruf als Ordinarius nach Prag, an die alteste deutsche Universitat, die er jedoch bereits 
im Jahre 1912 wieder verlieB, um nach Ziirich zuriickzukehren, nun aber als ordentlicher Professor 
fur theoretische Physik an der Eidgenéssischen Technischen Hochschule. 

Einsteins 1905 veréffentlichte Theorie, die sich auf den speziellen Fall gleichférmig gerad- 
linig bewegter Inertialsysteme bezieht, und die er deshalb spezielle Relativitatstheorie nannte, 
konnte jedoch nur ein vorliufiges Ergebnis darstellen. Denn lie®B sich zwar in diesem speziellen 
Fall kein ,,absoluter Raum‘‘ nachweisen, so machte sich dieser anscheinend sofort bemerkbar, 
wenn man von einem Inertialsystem zu einem beschleunigten (z. B. rotierenden) System tiberging. 
Aber schon Mach hatte darauf hingewiesen, daf ja eine soleche Beschleunigung keineswegs gegen- 
iiber einem ,,Nichts, sondern relativ zur Masse der Fixsterne stattfinde, und hatte gefordert, 
die Grundsitze der Mechanik in eine solehe Form zu bringen, da sich auch fir Relativdrehungen 
Zentrifugalkrafte ergeben. Dies gelang Einstein in seiner allgemeinen Relativitatstheorie, 
indem er die Grundgesetze in eine gegenitiber beliebigen Koordinatentransformationen kovariante 
Form brachte. Dabei ergab sich, da die vierdimensionale Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit, in die 
sich alle Ereignisse einordnen, durch die Anwesenheit von Massen in ihren geometrischen Eigen- 
schaften verandert und zu einem nicht-euklidischen Kontinuum wird. Damit erhalt auch der 
dreidimensionale Raum durch die in ihm vorhandene Materie eine Kriimmung. An Stelle der 
Newtonschen Bewegungsgleichung tritt das einfache, dem Galileischen Trigheitsgesetz ent- 
sprechende Gesetz, daB sich ein Kérper im Gravitationsfeld so bewegt, da seine Weltlinie (das 
ist die Zeit-Weg-Linie) eine geodatische Linie jenes gekriimmten vierdimensionalen Kontinuums 
ist. Die allgemeine Relativitatstheorie liefert also gleichzeitig eine Theorie der Gravitation. 

Die Grundlagen der allgemeinen Relativititstheorie wurden von Einstein 1916 zusammen- 
fassend verdffentlicht. Schon vorher hatte er aus dem Aquivalenzprinzip, wonach ein System, 
das sich geradlinig mit konstanter Beschleunigung bewegt, vollkommen gleichwertig einem 
ruhenden System ist, in dem ein homogenes Gravitationsfeld herrscht, gefolgert, daB Lichtstrahlen 
im Schwerefeld eine Kriimmung erleiden miissen. Da das Aquivalenzprinzip die Grundlage der 
allgemeinen Relativitatstheorie darstellt, bildet die Bestitigung dieser Voraussage eine starke 
Stiitze der Theorie. Sie erfolgte erstmalig anliBlich einer totalen Sonnenfinsternis im Jahre 1919. 
Die feierliche Verkiindigung des Ergebnisses vor der versammelten Royal Society in London 
war ein gewaltiger Triumph Einsteins. 

Im Jahre 1917 erkannte Einstein anliBlich einer Erweiterung der allgemeinen Relativitits- 
theorie die Moglichkeit, da der Weltraum geschlossen und von endlicher Gré8e sei, also das drei- 
dimensionale Analogon einer Kugelfliche darstelle. SchlieSlich erfolgte 1929 auch die Ein- 
beziehung der elektromagnetischen Krifte in die Theorie. 

War schon diese Leistung eine gewaltige, so fand Einstein immer noch Zeit, daneben eine 
grofe Anzahl von Forschungen auf anderen Gebieten zu betreiben. 1905 entwickelte er eine 
Theorie der Brownschen Bewegung und lieferte im selben Jahre, angeregt durch die Plancksche 
Quantenhypothese, die Erklirung des Photoeffektes auf Grund der Annahme, da das Licht 
aus einzelnen Energiequanten bestehe, deren Gré8e der Frequenz proportional ist. Fiir diese 
Arbeit und ,,fiir seine Verdienste um die theoretische Physik‘‘ wurde ihm 1921 der Nobelpreis 
guerkannt. Die Lichtquantenhypothese fiihrte Einstein auch auf das nach ihm benannte photo- 
chemische Aquivalentgesetz, und weiters verwendete er die Quantenvorstellung in der Theorie 
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der spezifischen Warme. Im Jahre 1915 gab er die Anregung zu einem dann von de Haas er- 
folgreich ausgefiihrten Versuch zum Nachweis der Ampéreschen Molekularstréme. 1924 hatte 
de Broglie den Begriff der Materiewellen eingefiihrt und Einstein wandte diese neue Vorstellung 
auf die Theorie der Gase an. Aus diesen Arbeiten schépfte Schrédinger Anregungen fir seine 
Wellenmechanik. Einstein fand auch eine neue Ableitung des Planckschen Strahlungsgesetzes 
und lieferte eine Theorie der Gasentartung bei tiefen Temperaturen. — Man sieht, da8 es kaum 
ein Gebiet der Physik gibt, auf dem Einstein nicht bahnbrechend titig gewesen ist. 

Den Bemithungen von Planck und Nernst gelang és, Einstein zu bewegen, im Jahre 1914 
nach Berlin zu tbersiedeln. Er wurde Leiter des Kaiser-Wilhelm-Institutes fiir Physik und ordent- 
liches Mitglied der PreuBischen Akademie der Wissenschaften. Bald darauf brach der erste 
Weltkrieg aus, und der Abscheu iiber die Greuel des Krieges bewog Einstein, sich nach dem 
FriedensschluB mit all seinem Ansehen fiir Vélkerverstiindigung und Pazifismus einzusetzen. 

Hatte ihm seine Relativititstheorie schon zahlreiche Angriffe seitens seiner Fachkollegen 
wie auch von den Philosophen eingetragen, so erstanden ihm auf dem Gebiet, das er nunmehr 
betrat, weit erbittertere und gefihrlichere Gegner. Es ist oft die Frage gestellt worden, warum 
Einstein denn nicht bei der Physik geblieben sei; aber ist es denn ein Wunder, wenn einem Geist, 
der das ganze Universum umfaBt, die Physik, die er reformiert hat, zu eng wird, und er darnach 
trachtet, auch die Beziehungen zwischen den Vélkern zu reformieren? Schien es doch im Augen- 
blick viel wichtiger, auch hier Vorurteile und falsche Denkgewohnheiten auszumerzen, um einer 
Wiederholung dieses Vélkermordens zu begegnen. Einstein war von jeher ein Gegner jedes Zwanges 
und jeder Gewaltanwendung, von welcher Seite sie auch immer kommen mochte. Er trat daher 
gegen den Militarismus auf und empfahl, den Kriegsdienst zu verweigern. Er nahm sich ferner 
der 2ionistischen Bewegung an und unterstiitzte die Grindung eines jiidischen Staates in Palastina. 
Er wirkte in der Vélkerbundkommission fiir geistige Zusammenarbeit (der er allerdings bald ent- 
tauscht den Ricken kehrte). Durch all dies zog er sich den unverséhnlichen Haf der nationalen 
deutschen Kreise zu, der sich nicht nur gegen ihn personlich, sondern auch gegen sein bekanntestes 
Werk, die Relativititstheorie, richtete. Da man sie nicht verstand, wurde sie als jiidisch-bolsche- 
wistische Physik gebrandmarkt. Es wirkt erheiternd, da8 im Gegensatz hierzu namhafte Philo- 
sophen der Sowjetunion Einsteins Lehre nicht als materialistisch, sondern als idealistisch be- 
zeichneten. Die Opposition gegen Einstein wurde mit dem Anwachsen der nationalsozialistischen 
Bewegung immer erbitterter und es war vielleicht ein Glick fir ihn, da8 er sich im Janrer 1933 
gerade in Amerika befand. Er kehrte nicht mehr nach Deutschland zurick. Nach eimem kurzen 
Aufenthalt in Belgien wurde er an das neu gegriindete Institute for Advanced Study in Princeton, 
U.S. A., berufen, ein Institut, das iiber einen Stab ausgezeichneter Forscher aus aller Welt 
verfiigt, und zur Weiterbildung bereits graduierter, besonders begabter Hochschulabsolventen 
dient. Hier lebt Einstein in Ruhe seinen Forschungen zur Weiterentwicklung seiner Feldtheorie, 
als deren Ziel ihm vorschwebt, einheitliche Gesetze zu finden, die sowohl die makroskopischen 
als auch die subatomaren Zustinde beschreiben. Einstein war nach dem ersten Weltkrieg wiederum 
deutscher Staatsbiirger geworden, ist aber seit 1941 Birger der Vereinigten Staaten. Im Jahre 1945 
zog er sich in den Ruhestand zuriick. 

So steht Einstein heute vor uns, nicht als ein einseitiger, nur mit seinem Fachgebiet ver- 
trauter, aber sonst weltfremder Professor, sondern als der Typus des universellen Gelehrten, 
gleich den grofen Vorbildern der Antike und Renaissance — ein wahrhaft weltumspannender Geist. 

F. Chmelka, Wien. 
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Statik der Forminderungen von Vollwandtragwerken. Von L. Herzka. Mit zahlreichen Beispielen, 
28 Tab. und 122 Textabb., VI, 232 S. Wien: Springer-Verlag. 1948. S 120.—, sfr. 52.—, $ 12.—. 


Der Verfasser entwickelt zunichst in den drei ersten Abschnitten des vorliegenden Buches 
die Bestimmung der elastischen Gewichte, die zur Ermittlung der Biegelinie dienen. Dabei ver- 
zichtet er auf die Verwendung des Prinzipes der virtuellen Verschiebungen, das gewohnlich zur 
Ableitung beniitzt wird, sondern leitet das Verfahren in der Hauptsache aus geometrischen Be- 
trachtungen ab. Allerdings beschrainkt sich der Verfasser auf Tragwerke mit stiickweise geraden 
Stabachsen; dadurch wird die Herleitung vereinfacht, der Anwendungsbereich zwar eingeschrankt, 
aber einer Reihe von Uberlegungen am Stabelement ausgewichen, die bei gekriimmter Stabachse 
notwendig werden. . 

In den folgenden vierzehn Abschnitten werden eine Reihe von Beispielen behandelt und 
zum gréBten Teil auch zahlenmaBig durchgerechnet. Dem Einflu8 der Normalkrafte und der 
Querkrafte auf die Biegelinie sind zwei besondere Abschnitte gewidmet, ebenso findet die Be- 
handlung von Temperaturanderungen in einem eigenen Abschnitt Beriicksichtigung. 
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Das vorliegende Buch wird dem Praktiker hauptsichlich wegen des reichhaltigen Beispiel- 
materiales ein willkommener Behelf sein. Ein am Schlu8 angefihrtes Literaturverzeichnis laBt 
bei aller Reichhaltigkeit leider den Namen des Begriinders dieser Methode, des Altmeisters Mohr, 
vermissen. Da der Titel des Buches nicht besonders glicklich gewahlt ist, tut seinem Wert keinen 
Abbruch. Denn die Tatsache, da8 die Winkelanderungen als fiktive Gewichte verwendet werden, 
berechtigt wohl noch nicht, von einer ,,Statik’’ der Formanderungen zu sprechen. 

EH. Melan, Wien. 


Vectorial Mechanics: Von E. A. Milne. Mit 112 Textabb., XIV, 382 S. London: Methuen & Co. 
Ltd. 1948. 368. net. 

Im ersten Kapitel werden zunichst die Definitionen gegeben und die Produktbildungen 
erlautert. Daran schlieBen sich zwei Abschnitte tiber die elementare Tensoranalysis und die 
Integraltheoreme. Im zweiten und dritten Kapitel geht der Verfasser zu Anwendungen auf die 
Mechanik iiber. Unter anderem werden die Statik starrer Kérper, die Kinematik, die Dynamik 
des Punktes und des Punktsystems ziemlich ausfiihrlich besprochen und an einigen Beispielen 
klargemacht. Darnach werden Trigheitstensor, Massenzentrum, d’Alembertsches Prinzip usw. 
behandelt. Nach zwei weiteren Abschnitten tiber gyrostatische Probleme und impulsive Bewegung 
schlie8 das Buch mit einer kurzen Zusammenstellung einiger Beispiele, die von Professor Chapman, 
dem der Verfasser das Werk gewidmet hat, zur Verfiigung gestellt wurden. 

Das Buch ist sorgfaltig und wbersichtlich bearbeitet, geht aber im wesentlichen nicht tiber 
die bereits bekannte Literatur hinaus. Trotzdem ist die Darstellungsweise, die — wie z. B. beim 
Kreuzprodukt von Vektoren und Tensoren — wesentlich auf Gibbs zuriickgeht, auch fir den Fach- 
mann interessant. Bemerkenswert ist noch, da8 — im Gegensatz zu Amerika — in England 
offenbar die symbolische Schreibweise der Tensorschreibweise vorgezogen wird. 


F. Magyar, Wien. 


Lehrbuch der darstellenden Geometrie. Von LH. Miillert und H. Kruppa. Finfte, erganzte 
Auflage. Mit 375 Textabb., X, 404 S. Wien: Springer-Verlag. 1948. S 60.—, sfr 26.—, 
$ 6.—. 

Das zweibindige Lehrbuch der Darstellenden Geometrie von E. Muller, dessen erste Auf- 
lage im Jahre 1908 erschienen ist, errang sich bald eine fiithrende Stellung in der Fachliteratur 
dieses Gegenstandes, was dadurch zum Ausdruck kommt, daB bis zum Jahre 1918 insgesamt 
drei Auflagen erforderlich waren. Nach dem Tode E. Millers unterzog sein ehemaliger Schiller 
und Amtsnachfolger E. Kruppa das Werk einer griindlichen Neubearbeitung, die er im Jahre 
1936 als vierte Auflage des Gesamtwerkes der Offentlichkeit tibergab. 

Die Neubearbeitung war vor allem deshalb notwendig geworden, um die zeitbedingten Er- 
fordernisse des Unterrichtes in der Darstellenden Geometrie zu beriicksichtigen. Durch die Weg- 
lassung einzelner Stoffgebiete und minder wichtiger Einzelheiten, durch einen strafferen Aufbau 
sowie durch sachliche und stilistische Vereinfachungen konnte einerseits der Gesamtumfang des 
Werkes wesentlich herabgesetzt und anderseits dadurch Raum geschaffen werden, um wichtige 
Erganzungen, wie Reliefperspektive, Landkartenentwiirfe und maschinenbauliche Beispiele, darin 
aufzunehmen. Die methodisch und didaktisch iiberaus zweckmaBige Anordnung des umfang- 
reichen Stoffes ermédglichte seine Verarbeitung in blo&B einem Bande. Aus sachlichen Griinden 
war eine vollstandige Neugestaltung der Theorie und der konstruktiven Behandlung der Kurven 
und Flachen notwendig, die nunmehr jegliches Operieren mit ,,unendlichkleinen GréBen‘‘ und 
,unendlichbenachbarteten Elementen‘‘ vermeidet. Den Betrachtungen werden lediglich solche 
Kurven und Flachen zugrunde gelegt, die sich in der Umgebung eines ihrer Punkte in geniigend 
hoher Ordnung durch analytische Gebilde dieser Art approximieren lassen. Dies ist notwendig, 
da erst dadurch die Unterscheidung zwischen reguliren und singuliren Punkten, sowie die Klassi- 
fizierung der letzteren ihren Sinn erhilt. Die auszufiithrenden Grenziibergiinge werden an klaren 
Figuren versinnlicht, die deutlich die notwendigen und hinreichenden Bedingungen ftir die Kon- 
vergenz erkennen lassen. Die Saitze von Euler und Meusnier tiber die Kriimmungen der durch 
einen Punkt gehenden Flachenkurven werden in methodisch neuer Art an dem oskulierenden 
Paraboloid der Flache hergeleitet. 

Durch die von E. Kruppa vorgenommene Neubearbeitung hat das Gesamtwerk wesentlich 
gewonnen, so daB es auch in der Folge seine fiihrende Stellung in der Lehrbuchliteratur dieses 
Gegenstandes behalten wird. Neben der erstklassigen drucktechnischen Ausfiihrung muB ins- 
besondere auch auf die musterhafte Auswahl und Ausfiihrung der Textabbildungen hingewiesen 
werden. 

Die nunmehr vorliegende fiinfte Auflage des Werkes die im Verlag Springer Wien erschienen ist, 
ist im wesentlichen ein photomechanischer Abdruck der vierten Auflage. Sie unterscheidet sich 
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aber von dieser, abgesehen von Druckfehlerberichtigungen, durch einige Ergiinzungen. Die 
,»Geometrischen Grundbegriffe der Photogrammetrie‘’ wurden nunmehr zu einem selbstindigen 
Kapitel des Werkes ausgestaltet. Weiters wurde in einem Anhang das ,,Einschneideverfahren 
zur Konstruktion eines Schriigrisses“‘ nach L. Eckhart behandelt. 

Uber den reichhaltigen Inhalt des Werkes unterrichtet das nachfolgende Inhaltsverzeichnis: 
Abbildung ebener Figuren; Kurven, Flichen und ihre Abbildung auf eine Ebene; Kotierte 
Grundrisse und Seitenrisse (kotierte Projektion); Kurven, Kegel und Zylinder zweiter Ordnung ; 
Zugeordnete Normalrisse (Grund- und AufriB8verfahren); Darstellende Geometrie der Flichen- 
krimmung; Schiefe Axonometrie; Normale Axonometrie; Parallelperspektive (Schrig- und 
SchrigerundriBverfahren); Perspektive; Geometrische Grundbegriffe der Photogrammetrie; 
Reliefperspektive; Landkartenentwiirfe; Anhang. KR. Ineinger, Wien. 


Lehrbuch der Technischen Kernphysik. Von H. Watzlawek. Mit 209 Textabb., XV, 324 8. Wien: 
F. Deuticke. 1948. S 105.—, geb. S 120.—. 


Die Erforschung der Atomkerne hat in den letzten anderthalb Jahren die Physiker der ganzen 
Welt beschiftigt. Da diese Untersuchungen sehr kostspielige Apparaturen erfordern, ist es ver- 
staindlich, daB das Ausland auf dem Gebiet der Kernphysik die inlindischen Arbeiten weit iiber- 
holt hat. Es ist heute so weit, da8 an die technische Anwendung der Kernphysik gedacht werden 
kann, weshalb es niitzlich ist, dem Techniker eine Einfiihrung in dieses Gebiet zu bieten, das in 
Form eines Taschenbuches ein organisches Gesamtbild tiber das Gebiet der technischen Kern- 
physik darstellt. Da ein solehes Buch bei der Fille des Materials naturgem&8 immer unvollstindig 
bleiben muB, sind zahlreiche Literaturhinweise nétig, die ein eingehendes Studium der Spezial- 
gebiete erméglichen. 

Die vorgebrachten Forderungen erfillt das vorliegende Lehrbuch der Technischen Kernphysik 
von Watzlawek, dessen wichtigsten Kapitel die nachstehend angefiihrten Probleme behandeln, 
in vollem Mabe. 

Nach einer Einleitung folgt die Besprechung der natiirlichen Radioaktivitaét, der kinstlichen 
Kernumwandlung und kiinstlichen Radioaktivitét, wobei besonders die Elementarteilchen, die 
Kernumwandlungsarten, das Kernmodell und die Kernsystematik zur Besprechung gelangen. 

Im nachsten Abschnitt werden die Nachweisapparaturen, wie die Ionisationskammern, die 
Spitzenzibhler und das Zihlrohr, die Wilsonsche Nebelkammer und die photographische Platte 
besprochen. 

Hierauf folgt eine eingehende Behandlung der Isotopen, der Prazisionsbestimmung der Iso- 
topengewichte, der Kernbauregeln und der Isotopensystematik, der Nachweis der Isotopen und 
die Verfahren der Isotopentrennung. 

Im nichsten Kapitel gelangen Generatoren einschlieBlich der verschiedenen Héchstspannungs- 
erzeuger sowie der Mehrfachbeschleuniger zur Besprechung. 

Den Abschlu8 bildet ein Kapitel tiber die Anwendung der technischen Kernphysik in der 
Biologie, Medizin, Botanik und Chemie, der Metallurgie, der Geologie, der Technik und der Astro- 
physik. Ein eingehendes Literaturverzeichnis und sehr ausfihrliche Isotopentabellen erganzen 
das wertvolle Buch. 

Vom Standpunkt des Technikers als auch des Physikers, der sich nicht hauptfachlich mit der 
Kernphysik befaBt, sowie insbesondere auch von Seiten der Studierenden muf das Erscheinen 
des vorliegenden Buches wirmstens begriiBt werden. Gerade bei der Vielzahl der tber dieses 
Gebiet vorhandenen Literatur sowie bei der schweren Zuginglichkeit derselben ist es ein Verdienst 
des Autors, einem gréBeren Kreis von Fachleuten einen klaren und einwandfreien Uberblick tiber 
den derzeitigen Stand der Kernphysik zu geben und ihn so in ein Gebiet einzufithren, das ihm 
sonst entweder ginzlich unzuginglich wire, oder von dem der Leser durch Literaturstudium doch 
nur einen unzusammenhingenden Uberblick erhalten wiirde. F. Regler, Wien. 


Elektronentechnische Berichte. Forschungsberichte und Referatenkartei fir das Gebiet der 
Hochfrequenztechnik, ihre Grenzgebiete und Anwendungen (Heft 1 bis 5). Wien: Manzsche 


Verlagsbuchhandlung. 

Die rasch fortschreitende Entwicklung der Wissenschaften findet ihren Niederschlag in der 
groBen Zahl von Publikationen. Es wird daher fir den auf wissenschaftlichem Gebiete Tatigen 
immer schwerer, selbst auf einem engen Fachgebiet, die gesamte in- und ausliindische Literatur 
zu lesen. Daraus ergibt sich die Notwendigkeit tber die wissenschaftlichen Ergebnisse des In- 
und Auslandes zusammenfassend zu berichten. ae 

Fir jenes Teilgebiet der Technik, das unter dem Namen ,,Elektronentechnik zusammen- 
gefaBt wird, stellen sich die ,,Elektronentechnischen Berichte‘ die Aufgabe, eine geordnete Uber- 
sicht zu vermitteln, wobei die Systematik wissenschaftlicher Klassifikation mit moderner 


Kartothekfihrung vereinigt wird. 


202 | Buchbesprechungén.: : s ‘gee fhe ao ‘e Uli. fone ee 


Fiir die besonderen Zwecke der Berichterstattung tiber die Elektronentechnik wird eine von — 
der Dezimalklassifikation abweichende RATEM-Klassifikation verwendet. Uber die Verwendung 
dieser besonderen Klassifikation kann man geteilter Meinung sein, vor allem aus dem Grunde, 
weil sich fiir jedes wissenschaftliche Teilgebiet eine zweckmaBige Klassifikation entwickeln 1aBt, 
wodurch sich unter Umstinden fir bestimmte wissenschaftliche Arbeiten Schwierigkeiten bei der 
Hinreihung ergeben. 

Heft 1 bis 3 der ,,Elektronentechnischen Berichte“ bringt eine Liste der zur Berichterstattung 
herangezogenen Zeitschriften und einen ausfihrlichen systematischen Abri® zur RATEM-Klassi- 
fikation. 

Der erste Teil eines zusammenfassenden Berichtes tiber die Héchstfrequenztechnik ist in 
Heft 4 abgedruckt. In diesem Bericht werden die Schaltelemente und die Grundlagen der Héchst- 
frequenztechnik behandelt. Im besonderen werden das Verhalten von Elektronenréhren gewohn- 
licher Bauart bei sehr hohen Frequenzen, die Schaltungen und Verfahren zur Erzeugung von 
Hochstfrequenzen mit raumladegesteuerten Réhren in diesem Bericht behandelt. Diesem Heft 
sind 200 Referate tiber die verschiedensten Teilgebiete der Elektronentechnik beigeftigt. Diese 
Referate sind auf Spezialpapier als Karteikarten im Format 74 x 105mm gedruckt. 

In Heft 5 wird der erste Teil des zusammenfassenden Berichtes iiber die Héchstfrequenztechnik 
mit der Behandlung der Bremsfeldschwingungen fortgesetzt. Der in diesem Heft beginnende 
zweite Teil des zusammenfassenden Berichtes beschaftigt sich mit den Magnetfeldréhren. Ebenso 
wie bei Heft 4 sind auch diesmal 200 in Karteikartenform gedruckte Referate beigefigt. 

Die vielseitige Berichterstattung tiber das Gesamtgebiet der Elektronentechnik machen die 
,.Hlektronentechnischen Berichte‘ zu einem wertvollen Hilfsmittel fiir den auf diesem Gebiete 
tatigen Wissenschaftler und Techniker. F'. Kracmar, Wien. 


Berichtigung. 


»Die Tangentenberechnung Seite 53 unten und Seite 54 bis = #, bezieht sich auf die Werte 
der Tabelle 3 auf Seite 62. Es wird empfohlen, diese Berechnung erst nach Durchsicht des ganzen 
Aufsatzes durchzugehen, weil sie fir das Verstindnis nicht unbedingt notwendig ist.‘ 


Die Ubersetzungen der Zusamimenfassingen wurden voi Dokimentations-Zentrum der Technik, Wien, durchgefithrt. 


Herausgeber und Higentiimer; Springer-Verlag in Wien I, Mélkerbastei 5. — Fiir den Inhalt verantwortlich: Prof. Dr. Franz 
Magyar und Prof. Dr. Karl Wolf, Wien IV, Technische Hochschule, Karlsplatz 18. — Druck: Manzsche Buchdruckerei, 
Wien LX, Lustkandlgasse 52. 
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Neuerscheinungen 


Integraltafel. Von Prof. Dr. W. Grébner, Innsbruck, i Prof. Dr. N. Hofreiter, Wien. 


Erster Teil: Unbestimmte Integrale. VIII, 166 Seiten. Format 30 x 21cm. 1949. 
§ 54.—, sfr. 23.50, $5.40 


Zweiter Teil: Bestinimte Integrale. Erscheint im Herbst 1949. 


Grundlagen der héheren Geod§asie. Von Prof. Dr. F. ‘Hopines Wien. Mit 


26 Textabbildungen. VIII, 246 Seiten. 1949. §75.—, str. 32.60, $7.50 
Geb. S81.—, sfr. 35.20, $8.10 


Elektrische Maschinen. Eine Einfiihrung in die Grundlagen. Von Prof. Dr.-Ing. 
Th. Bédefeld, Miinchen, und Prof. Dr. techn. Dr.-Ing. Dr. phil. H. Sequenz, Wien. 
Vierte Auflage mit Erginzungen. Mit 632 Abbildungen. XXV, 489 Seiten. 1949. 

S66.—, sfr. 28.50, $6.60 
Geb. 8 72.—, sfr. 31.—, $7.20 


Die Betriebsstoffe fiir Verbrennungskraftmaschinen. Von Priv.-Doz. Dr. 
A. Philippovich, Wien. Zweite, neubearbeitete und erweiterte Auflage. Mit 86 Text- 
abbildungen. XX, 206 Seiten. 8° Lex. 1949. (Band I, Teil 1 der Sammlung ne Ver- 
ie eos herausgegeben von Prof. Dr. H. List, Graz.) 

8 72.—, sfr. 32.—, $7.20 


Das Triebwerk schnellaufender Verbrennungskraftmaschinen. Von 
Dipl.-Ing. H. Kremser, Graz. Zweite, neubearbeitete Auflage. Mit 187 Textabbildun- 
gen. IX, 166 Seiten. 8° Lex. 1949. (Band 10 der Sammlung ,,Die Verbrennungskraft- 
maschine“, herausgegeben von Prof. Dr. H. List, Graz.) S 72.—, sir. 31.—, $7.20 


FluBkraftwerke und Stromwerke. Von Prof. Dr.-Ing. A. Grzywienski, Wien. Mit 
20 Abbildungen. 24 Seiten. 4°. 1948. | S 15.—, sfr. 6.50, $ 1.50 


Das Donauwerk Ybbs-Persenbeug. Die Entwicklung des Projektes. Von Prof. 
Dr.-Ing. A. Grzywienski, Wien. Mit 27 Abbildungen. 58 Seiten. 4°. 1949. 
§.30.—, si 13.—, $3 


Neue rationelle Betonerzeugung. LeichtfaBliche Darstellung der wissenschaft- 
lichen Betonsynthese nebst praktischen Anwendungsbeispielen und einem Praktikum 
der zielsicheren Betonbildung. Von Ing. 0. R. Solvey, Schwyz. Mit 14 Textabbildungen 
und 13 Tabellen. IX, 110 Seiten. 1949. S 39.—, sfr. 16.80, $ 3.90 


Die GroBglockner-HochalpenstraBe. Die Geschichte ihres Baues. Von Dipl.-Ing. 


F. Wallack. Mit 29 Abbildungen und 21 Karten im Text. VIII, 224 Seiten. 1949. 
8 45.—, sfr. 19.50, $ 4.50 
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